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Capı´tol 1
Introduccio´
1.1 Presentacio´ i motivacio´
Aquest treball s’inscriu en el Programa de Doctorat de Matema`tica Aplicada de la Uni-
versitat Polite`cnica de Catalunya i, tema`ticament, correspon a la Lı´nia d’Investigacio´ de
Sistemes Dina`mics, Control i Modelitzacio´.
En aquesta a`rea d’investigacio´ s’estudien sistemes amb dina`mica pro`pia, ja siguin
del tipus x˙ = f(x) en un espai de dimensio´ finita o infinita (dina`miques cla`ssiques),
o del tipus x˙ = f(x, u) on u e´s una variable de dina`mica no fixada i que serveix per
controlar el sistema.
En particular, els convertidors electro`nics de pote`ncia es poden expresar com un
sistema dina`mic del segon tipus.
Els sistemes de pote`ncia constitueixen una de les a`rees relativament nova i de ra`pid
creixement dins de l’enginyeria ele`ctrica i electro`nica, degut a les seves mu´ltiples apli-
cacions pra`ctiques en a`mbits tan diversos com l’industrial, el comercial, residencial i
l’aeroespacial, per exemple. A l’igual que en moltes a`rees de l’enginyeria, els sistemes
de pote`ncies estan principalment incentivats per les seves aplicacions de tal forma que
moltes vegades primer es coneixen aquestes i despre´s es realitza un model analı´tic per
fer-ne l’estudi. Aixo` e´s el que` ha passat amb els convertidors electro`nics de pote`ncia en
les seves diverses modalitats dc/dc, dc/ac, ac/dc i ac/ac. Fa me´s de 35 anys que les seves
nombroses aplicacions so´n conegudes i en canvi, no trobem bons models analı´tics que
ens permetin una millor comprensio´, i el disseny d’un circuit, fins a finals de la de`cada
dels 70 [1].
Els feno`mens no lineals so´n frequ¨ents en els circuits electro`nics de pote`ncia [26].
El seu orı´gen e´s divers. Aixı´ els trobem en els elements de commutacio´ (“switching
elements”), en les components no lineals, com els diodes de pote`ncia, i en els me`todes
de control no lineal com el PWM (“pulse width modulation”).
2 Introduccio´
Malgrat aquesta ası´dua prese`ncia de la no linealitat, fins fa poc els circuits elec-
tro`nics de pote`ncia no eren estudiats adequadament. Tradicionalment han estat tractats
amb me`todes lineals (transformades de Fourier i de Laplace, matrius i funcions de trans-
fere`ncia, etc.). La rao´ principal la podem trobar en que` el cas lineal, a difere`ncia del no
lineal, esta` totalment analitzat i classificat [18]. Pero`, com e´s lo`gic pensar, els me`todes
lineals nome´s poden aportar una petita part de la informacio´ que hi ha amagada en els
feno`mens no lineals.
D’entre els feno`mens no lineals que podem trobar hi ha l’oscil·lacio´ de subharmo`nics,
salts, re`gims de solucions quasiperio`diques, bifurcacions i caos. Quan un enginyer es
troba amb aquests feno`mens el que fa e´s ajustar els para`metres de funcionament del
circuit per tal d’evitar aquestes situacions. Pero` no entra en el perque`, com i quan es
produeixen. Pero` a mida que creix la importa`ncia d’aquests sistemes i es vol una major
efica`cia d’ells, no queda altra opcio´ que entrar en detall en l’estudi d’aquests feno`mens
i des d’un punt de vista totalment fiable: usant les dina`miques no lineals. Al cap i a la
fi, el coneixement total i ı´ntegre d’aquests fets servira` a l’enginyer justament en el seu
objectiu principal: evitar-los.
Per u´ltim voldria recordar que el comportament dina`mic d’un circuit electro`nic de
pote`ncia ve determinat tant per la topologia del circuit com pel tipus de control usat, ja
que la forma ba`sica de funcionament d’aquests consisteix en la commutacio´ entre dife-
rents topologies de circuits (lineals o no) segons una llei de control. En aquest sentit,
recentment estan agafant importa`ncia els controls o lleis de commutacio´ que consis-
teixen en forc¸ar al sistema a situar-se en una determinada superfı´cie definida a l’espai
d’estats. Sorgeixen aleshores solucions no inherents a cap de les topologies donades,
ja que les commutacions tenen lloc quan el sistema travessa l’esmentada superfı´cie,
provocant moviments del sistema localment dirigida cap a ella. S’anomena superfı´cie
de lliscament a la superfı´cie de commutacio´, i al moviment a que` dona lloc s’anomena
mode de lliscament [4].
1.2 Contingut i resultats
Despre´s d’un capı´tol d’introduccio´ (Capı´tol 2) on es definieixen i s’expliquen les carac-
terı´stiques i els feno`mens me´s importants dels sistemes dina`mics, aquest treball el po-
drı´em dividir ba`sicament en dues parts. La primera d’elles e´s la que esta` desenvolupada
en el Capı´tol 3. En aquest capı´tol es recorda un dels me`todes nume`rics me´s interessant,
tan des del punt de vista nume`ric com des del punt de vista teo`ric, per calcular els expo-
nents de Lyapunov. ´Es el me`tode que esta` basat en la descomposicio´ QR de l’aplicacio´
tangent que s’obte´ a l’estudiar l’evolucio´ dina`mica de la difere`ncia entre dues o`rbites
inicialment properes. S’ha aplicat el me`tode als sistemes bilineals en general i s’han
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obtingut resultats especı´fics pel convertidor buck. En concret, s’han escrit les equacions
diferencials que han de complir els exponents de Lyapunov del convertidor buck, a partir
de la descomposicio´ QR de l’aplicacio´ tangent obtinguda a partir d’una trajecto`ria de
refere`ncia. S’han resolt nume`ricament les esmentades equacions i s’ha calculat l’expo-
nent de Lyapunov me´s gran (LLE) per a un rang de valors del para`metre de bifurcacio´ i
s’han resolt analı´ticament quan la trajecto`ria de refere`ncia e´s perio`dica, tan si e´s estable
com si e´s inestable. Quan l’o`rbita perio`dica e´s l’atractor dominant, el resultat analı´tic
coincideix amb el valor obtingut per integracio´ nume`rica. Els resultats tambe´ es corres-
ponen amb el que` pre`viament es coneix a la literatura sobre la part real dels exponents
de Floquet de les o`rbites perio`diques del convertidor buck.
La segona part del treball e´s la que esta` desenvolupada en els Capı´tols 4 i 5. En
ells s’ha estudiat la dina`mica del convertidor boost controlat amb una superfı´cie de llis-
cament. En el Capı´tol 4 s’ha estudiat la dina`mica de lliscament ideal del convertidor
boost. S’han trobat les regions de lliscament en funcio´ del para`metre Vref i s’ha estu-
diat el cara`cter del punt d’equilibri d’aquesta dina`mica ideal en funcio´ tambe´ d’aquest
para`metre. Ja que aquest control significaria que el sistema commuta amb frequ¨e`ncia in-
finita, a efectes pra`ctics, s’ha introduı¨t una banda d’histe`resi. Aleshores s’ha analitzat la
dina`mica del sistema en funcio´ d’un altre para`metre, Vg, el qual forma part de l’expressio´
del punt d’equilibri que presenta el convertidor en una de les seves configuracions quan
aquest treballa en mode de conduccio´ contı´nua (MCC). S’ha comprovat que en funcio´ de
la posicio´ d’aquest punt d’equilibri, PE = (Vg, Vg/R), respecte la banda d’histe`resi, la
dina`mica o be´ te´ un cicle lı´mit que pot ser o no atractor, o un punt d’equilibri globalment
estable o ambdues coses alhora.
Finalment, en el Capı´tol 5, s’ha intoduı¨t un control integral i una tercera variable
(variable error) al convertidor boost amb control de lliscament i amb banda d’histe`resi.
Les trajecto`ries so´n ara de R3 i la dina`mica resultant e´s molt me´s complicada, havent-
hi la possibilitat de la prese`ncia de caos. S’han trobat nume`ricament o`rbites 1 i 2
perio`diques en funcio´ del para`metre de bifurcacio´ Vref tan en MCC com en MCD i
s’han trobat exemples de bifurcacions tı´piques dels sistemes suficientment diferencia-
bles, com el desdoblament de perı´ode, i d’altres bifurcacions relativament noves a la
literatura com so´n les que es produeixen per un canvi de mode de conduccio´, de MCC a
MCD o a la inversa, o les que es presenten en sistemes non-smooth (que no so´n infini-






Moltes branques de l’electro`nica tracten el processament de la informacio´ i dels senyals.
En canvi, els sistemes de pote`ncia electro`nics estudien el processament de l’energia
ele`ctrica. Els convertidors electro`nics de pote`ncia no tenen la finalitat en ells mateixos,
sino´ que so´n els intermediaris entre l’energia produı¨da i la consumida. Constitueixen
un camp de creixent importa`ncia ja que s’ha estimat que en pocs anys el 90% de l’e-
nergia generada en els paı¨sos desenvolupats sera` processada per sistemes de pote`ncia
electro`nica abans de la seva utilitzacio´ final [2].
Els sistemes de pote`ncia electro`nics constitueixen una energia “verda”, amb tres
objectius principals:
• Convertir l’energia ele`ctrica d’una forma a una altra, facilitant la seva regulacio´ i
el seu control.
• Aconseguir una alta eficie`ncia en la conversio´ de l’energia i minimitzar la pe`rdua
de calor.
• Minimitzar la massa dels convertidors electro`nics i de l’equipament (per exemple,
motors) que ells impulsen.
El corrent suministrada pot ser de dos tipus: ac o dc [3]. Per aquest motiu hi ha
quatre models ba`sics de convertidors de pote`ncia: convertidors ac-dc (rectificadors),
convertidors dc-ac (inversors), convertidors dc-dc i els convertidors ac-ac. El terme ac
es refereix als voltatges del tipus sinusoidals i el terme dc als voltatges constants.
Interruptors, condensadors, bobines, transformadors i fonts so´n els components tı´pics
d’un convertidor de pote`ncia electro`nic. Els podem agrupar en tres grups ba`sics: les
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fonts (de voltatge i de corrent), components passius (resiste`ncies, transformadors i con-
densadors) i finalment els elements commutadors (transistors i diodes).
Els interruptors, tals com transistors i diodes actuen cı´clicament, i serveixen per
variar les interconexions del circuit (o la topologia del circuit) al llarg d’un cicle. Un
interruptor ideal o be´ esta` en un estat de commutacio´ (“ON”) i aleshores la tensio´ en els
borns e´s nul·la, o be´ esta` bloquejat i aleshores la intensitat de pas e´s nul·la. D’aquesta
forma el producte i·v e´s sempre zero i per tant, no es dissipa l’energia. Els interruptors
actius com els transistors, s’obren i es tanquen en resposta a un senyal aplicat; els passius
(diodes) presenten una relacio´ intensitat-voltatge altament no lineal, i el seu estat ve
determinat per la resta del sistema.
Els condensadors i les bobines regulen els fluxos de pote`ncia suministrat, emma-
gatzemant temporalment l’energia. Les equacions diferencials que els caracteritzen so´n:
v = L
di
dt per la bobina i i = C
dv
dt pel condensador. Aquests elements absorveixen
l’energia, l’emmagatzemen i despre´s la tornen al circuit.
Els transformadors mesuren el voltatge i el corrent i faciliten l’aı¨llament ele`ctric
entre el voltatge d’entrada i el de sortida.
Ja que l’objectiu dels convertidors e´s transformar l’energia ele`ctrica amb una efi-
cie`ncia ma`xima, e´s a dir sense pe`rdua d’energia, els interruptors, condensadors, bobines
i transformadors ideals no dissipen energia i els circuits formats nome´s per aquests ele-
ments, tampoc.
La prese`ncia d’aquests elements fa que els circuits siguin sistemes dina`mics no line-
als i variants en el temps. Aixo` te´ dues consequ¨e`ncies immediates: els convertidors de
pote`ncia so´n difı´cils d’analitzar i so´n propensos a presentar comportaments estranys.
Hi ha pero`, altres fonts inevitables de no linealitat, com ara
• Els dispositius de commutacio´ del semiconductor tenen caraterı´stiques de conduc-
cio´ contı´nua intrı´nsiques no lineals. Tambe´ tenen capacita`ncies no lineals.
• Les inducta`ncies no lineals abunden: transformadors, amplificadors magne`tics,
etc.
• Els circuits de control contenen generalment components no lineals: comparadors,
multiplicadors, PWMs, etc.
2.1.1 Els convertidors dc-dc
Els convertidor dc-dc so´n circuits que controlen la ca`rrega i desca`rrega d’energia en els
condensadors i les bobines per aconseguir un canvi en el nivell d’una tensio´ contı´nua.
El flux de l’energia queda determinat per l’u´s i el control dels interruptors.
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Una forma d’aconseguir el nivell de tensio´ desitjat e´s mitjanc¸ant un modulador de
l’amplada del pols (PWM). Donat un voltatge dc de valor V (el qual pot representar el
voltatge dc d’entrada, o be´ el de sortida, o fins i tot la difere`ncia entre els dos), podem
arreglar-ho fa`cilment per tal que un interruptor controlat converteixi l’ona en una “pulse
waveform”que vagi alternant entre els valors 0 i V . Aleshores es passa aquest senyal
per un filtre passa-baixos (format per bobines i condensadors). Mitjanc¸ant el control
del cicle de treball d (“duty ratio”) de l’interruptor (e´s a dir, la fraccio´ de temps en la
que l’interruptor esta` obert en un cicle), es pot controlar la fraccio´ de temps en la que el
senyal pren el valor V , i per tant, controlar la component dc de l’ona.
Una classe important de convertidors dc-dc es basen en aquest principi.
Els convertidors dc-dc me´s importants so´n el convertidor buck i el convertidor boost.
Els altres es basen en aquests dos.
2.1.2 El convertidor buck











Figura 2.1: Esquema del convertidor buck de llac¸ obert.
´Es un dels me´s simples pero` me´s u´til dels convertidors: es tracta d’un circuit que con-
verteix un voltatge d’entrada dc en un voltatge de sortida dc d’un nivell me´s baix. Per
aixo` es diu que e´s un reductor. Una de les aplicacions quotidianes i de gran importa`ncia
e´s la conversio´ del voltatge dc esta`ndard suministrat per la xarxa ele`ctrica a un voltatge
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de 3.3V o menys que necessiten els ordinadors. A me´s l’efica`cia aconseguida pel con-
vertidor en aquest propo`sit e´s d’un 92%. Encara que en aquest exemple s’usen valors de
voltatge baixos, el convertidor buck tambe´ s’usa amb valors de diversos kilovats.
Mirem de nou la Figura 2.1. L’interruptor S s’obre i es tanca perio`dicament en una
frequ¨e`ncia de commutacio´ fS i amb un cicle de treball d (que com ja s’ha dit, e´s la fraccio´
de temps en la que` l’interruptor esta` obert). Quan S esta` tancat, el voltatge d’entrada e´s
transferit al circuit LC que e´s un filtre passa-baixos. Quan S e´s obert, la bobina mante´ el
seu flux de corrent, forc¸ant el diodeD a conduir i a fer zero el voltatge d’entrada del filtre
LC. Per tant el filtre do´na una ona quadrada que oscil.la entre 0 i V . La frequ¨e`ncia de
tall del filtre e´s menor que fS , eliminant la majoria de les ondulacions de la commutacio´
i proporcionant un voltatge de sortida relativament suau a la resiste`ncia R.
El proce´s que acabem de descriure es conegut amb el nom de mode de conduccio´
contı´nua (MCC), ja que a la bobina hi passa corrent sense interrupcio´. En canvi, si la
sortida es carrega nome´s lleugerament, el corrent de la bobina pot arribar a ser zero
durant el tros del cicle en el que` D esta` fora de conduccio´. Aquesta situacio´ s’anomena
mode de conduccio´ discontı´nua (MCD).
A la pra`ctica e´s necessari regular el voltatge de sortida v davant de possibles canvis
en el voltatge d’entrada i del corrent, afegint un llac¸ de control de realimentacio´ com el
de la Figura 2.2. Aquest controlador proporcional simplement consisteix en restar un
voltage constant de refere`ncia, Vref , del voltatge de sortida i amplificar la difere`ncia, ve,
per un guany A per formar un senyal de control, vcon = A(v − Vref ). Aquest senyal
e´s suministrat a un circuit PWM format per una rampa (dent de serra) que oscil.la amb
frequ¨e`ncia fS i amb un voltatge vramp, entre els nivells Vl i Vu, i un comparador que e´s
el que goberna l’interruptor. Aquest interruptor condueix si vcon < vramp; per tant, vcon
determina el cicle de treball d. L’objectiu de tot plegat es aconseguir que el voltatge de
sortida valgui Vref .
2.1.3 El convertidor boost
A difere`ncia de l’anterior, el convertidor boost e´s un convertidor elevador ja que el
voltatge de sortida e´s superior al d’entrada. A la Figura 2.3 podem veure el circuit
en llac¸ obert que tot seguit comentarem.
De forma semblant al buck, l’interruptor T commuta perio`dicament amb una fre-
qu¨e`ncia de commutacio´ fS i per tant, el circuit presenta dues topologies segons l’estat
en que es trobi l’interruptor.
Quan l’interruptor esta` en conduccio´, el corrent de la bobina creix i el diode queda
polaritzat inversament, i en consequ¨e`ncia el corrent que passa per ell sera` pra`cticament



























Figura 2.2: El convertidor buck amb un llac¸ de control.
En canvi quan l’interruptor esta` obert, el condensador es carrega a trave´s del diode
amb una tensio´ que e´s igual a la d’entrada menys la induı¨da a la bobina. En aquest cas
el corrent a la bobina e´s decreixent, fins que l’interruptor no torna a canviar d’estat.
La descripcio´ que hem donat e´s en mode de conduccio´ contı´nua.
De la mateixa manera que succeeix amb el buck, quan el diode i el transistor estan
tancats, la bobina pot descarregar-se totalment i la intensistat fer-se zero. ´Es el MCD.
De forma semblant al buck l’interruptor es controla mitjanc¸ant una llei de control
externa. Una altra forma de control altament utilitzada e´s la que usa una superfı´cie de
lliscamnet. Aquesta consisteix en demanar que les variables d’estat verifiquin una certa
condicio´ lineal, l’equacio´ de la qual determina l’anomenada superfı´cie de lliscament.
L’interruptor canvia d’estat segons estiguem per “sobre”o per “sota”de la superfı´cie de
lliscament. Es demana que les o`rbites quedin en aquesta superfı´cie. D’aquı´ el nom de
lliscament. I tambe´, per aquest motiu, el nombre de commutacions del sistema e´s en
teoria infinit. Es crea aixı´ un nou mode de moviment que s’anomena mode de llisca-













Figura 2.3: El convertidor boost en llac¸ obert.
limitar la frequ¨e`ncia de commutacio´ a un nivell acceptable, i aixo` tot sovint s’assoleix
mitjanc¸ant un control amb histe`resi, on l’interruptor e´s accionat en un sentit quan l’e-
quacio´ lineal de la superfı´cie de lliscament excedeix un determinat nivell i es accionat
en l’altre sentit quan esta` per sota d’un altre nivell (o`bviament inferior al primer). Ho
tractarem amb me´s detall als Capı´tols 4 i 5.
2.1.4 Altres convertidors
Cal destacar per la seva importa`ncia tot i que so´n derivats dels dos anteriors els segu¨ents
convertidors:
• El convertidor buck-boost
S’obte´ conectant en cascada els convertidors buck i boost. Per tant, pot propor-
cionar una tensio´ de sortida superior o inferior a la d’entrada.
• El convertidor ´Cuk
Porta el nom del seu inventor, el Dr. Slobodan ´Cuk i representa el dual topolo`gic
del cicuit buck-boost. Mante´ les propietats del seu predecesor i en millora d’altres,
fins al punt de convertir-se en un dels circuits me´s interessants.
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2.2 Dina`miques no lineals i caos
2.2.1 Sistemes dina`mics i models de l’espai d’estats
Un sistema dina`mic e´s qualsevol sistema l’estat del qual varia en el temps. Aquesta
definicio´ no e´s refereix nome´s a sistemes que es mouen en el temps; qualsevol classe de
canvi en un sistema es pot classificar com a dina`mic. Aixı´, el canvi d’una composicio´
quı´mica d’una solucio´ e´s un problema dina`mic. I tambe´ ho e´s un circuit ele`ctric, tot i no
tenir parts que es moguin.
Per poder estudiar aquests sistemes cal determinar un nombre mı´nim de variables
que especifiquin de foma unı´voca l’estat del sistema. Les anomenarem variables d’estat.
L’estudi de la dina`mica ba`sicament consisteix en investigar com varien aquestes vari-
ables d’estat en el temps. Matema`ticament aixo` s’aconsegueix relacionant la velocitat
de canvi d’aquestes variables amb el seu valor actual mitjanc¸ant un sistema d’equacions
diferencials d’ordre 1. Per tant, si xi per i = 1 . . . n so´n les variables d’estat, el sistema
dina`mic queda representat per
x˙i = fi(x1, . . . , xn), (2.1)
o en forma vectorial
x˙ = f(x). (2.2)
Alguns sistemes canvien de forma discreta. Per exemple, quan un sistema continu
es analitzat nome´s en determinats instants de temps. La majoria dels circuits dels con-
vertidors electro`nics es poden modular d’aquesta forma. Tambe´ podem trobar sistemes
que so´n discrets de forma inherent, com ara els sistemes digitals electro`nics. En aquests
casos cal expresar l’estat de les variables a l’instant k + 1, en funcio´ de l’estat de les
variables a l’instant k:
xk+1 = f(xk). (2.3)
En aquesta u´ltima equacio´, el subı´ndex no indica la component del vector, sino´ l’instant
del temps.
Les equacions de la forma (2.2) i ( 2.3), juntament amb un conjunt de condicions
inicials donat, es poden resoldre analı´tica o nume`ricament i les solucions ens donen el
futur estat del sistema en funcio´ del temps.
Geome`tricament es pot visualitzar la dina`mica construint un espai on les coorde-
nades so´n les variables d’estat. Aquest espai s’anomena espai de fases o espai d’es-
tats. L’estat del sistema en qualsevol instant e´s representat per un punt d’aquest espai.
Comenc¸ant des de qualsevol posicio´ inicial donada, el punt es mou per l’espai de fases,
amb un moviment que es completament determinat per les equacions d’estat. El camı´
obtingut s’anomena o`rbita o trajecto`ria del sistema que te´ el seu origen en el punt donat
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per les condicions inicials. Aquestes trajecto`ries no so´n res me´s que les solucions dels
sistemes (2.2) o (2.3).
2.2.2 Sistemes auto`noms i no auto`noms
Els sistemes dina`mics les equacions dels quals no presenten cap entrada que depen del
temps o altres tipus de variacions en el temps, s’anomenen sistemes auto`noms. Un
exemple tı´pic d’un sistema auto`nom ens el do´na l’anomenat sistema de Lorentz:
dx
dt = −3(x− y)
dy
dt = −xz + rx− y (2.4)
dz
dt = xy − z
on r e´s un para`metre.
Els sistemes amb entrades externes o la definicio´ dels quals varia en el temps, s’anome-
nen sistemes no auto`noms. En aquests sistemes, els membres de la dreta de (2.2) conte-
nen termes que depenen del temps. Un exemple tı´pic e´s el cas del pe`ndul amb un suport




dt = −y − g sin x+ F cosωt (2.5)
Els circuits d’electro`nica de pote`ncia amb una lo`gica de control que varia en el
temps, so´n sistemes no auto`noms.
2.2.3 Camp vectorial dels sistemes lineals, linealitzats i no lineals
Per poder estudiar el comportament de la dina`mica d’un sistema, s’ha de trobar la tra-
jecto`ria que comenc¸a en un punt donat. No obstant, en general no cal trobar totes les
trajecto`ries possibles per estudiar el sistema. Podem observar que el membre de l’es-
querra de l’equacio´ (2.2) ens do´na la velocitat de canvi de les variables d’estat. ´Es un
vector que esta` en funcio´ de les variables d’estat. Per tant, l’equacio´ (2.2) ens defineix
un vector en cada punt de l’espai d’estats. Les propietats del sistema es poden estudiar
a partir d’aquest camp vectorial.
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Si el sistema e´s lineal, aquest proce´s e´s forc¸a clar i planer. En aquest cas es costum
expresar l’equacio´ (2.2) de la forma
x˙ = Ax+Bu (2.6)
on A i B so´n matrius invariants en el temps, i les components del vector u so´n les
entrades externes imposades al sistema.
Els punts on el vector x˙ te´ magnitud zero (e´s a dir, on x˙ = Ax+Bu = 0) s’anomenen
punts d’equilibri. ´Es evident de (2.6) que el terme Bu te´ un efecte de trasllacio´ sobre
el punt d’equilibri, i que l’estabilitat del punt la do´na la matriu A. A me´s, per estudiar
l’estabilitat del punt d’equilibri, hom considera el sistema lliure de les entrades externes
imposades, on la matriu A opera sobre el vector x per donar el vector x˙. En general
aquests dos vectors presenten direccions diferents. Pero` hi ha unes direccions especials
a l’espai d’estats on si el vector x es troba en una d’elles, el vector resultant x˙ tambe´
es troba en la mateixa direccio´. Qualsevol vector que esta` en una d’aquestes direccions
especials s’anomena vector propi. I el factor que contrau o expandeix el vector propi
quan li apliquem la matriu A, s’anomena valor propi. Els valors propis λ, s’obtenen
resolen l’equacio´ |A − λI| = 0, on I e´s la matriu identitat, i els vectors propis so´n
obtinguts a partir de cada valor propi real resolent l’equacio´ (A− λI)x = 0. Aleshores,
hom pot construir les solucions de l’equacio´ diferencial com una combinacio´ lineal de
les solucions al llarg dels vectors propis vi, expressades de la forma eλitvi.
D’aquı´ es pot deduir que si les parts reals dels valors propis so´n negatives, el sistema
e´s estable, entenen com a sistema estable aquell en el que si una perturbacio´ qualsevol
ens allunya eventualment del punt d’equilibri, el sistema ens hi torna a dur. Per aquest
motiu un punt d’equilibri estable s’anomena node. Si les parts reals dels valors propis
so´n positives, el sistema e´s inestable. Si les parts imagina`ries de tots els valors propis
so´n zero, el sistema no oscil·la; en cas contrari sı´. Si alguns valors propis so´n reals i
positius i els altres so´n reals i negatius, el sistema e´s estable en el subespai generat pels
vectors associats als valors propis negatius, i e´s inestable fora d’aquest. En aquest cas es
diu que el punt d’equilibri e´s un punt de sella, i el sistema que te´ un punt d’equilibri que
e´s un punt de sella e´s globalment inestable. Si els valors propis so´n imaginaris purs, la
resposta del sistema e´s oscil·lato`ria sense recargolaments i el punt d’equilibri s’anomena
centre. Veure Figura 2.4
En els sistemes lineals amb |A| 6= 0 nome´s hi pot haver un punt d’equilibri el qual
determina totalment el comportament global del sistema. Per tant, aquests sistemes
lineals so´n molt fa`cils d’analitzar. Per aixo`, es troben en el punt de mira de moltes
investigacions. Avui en dia moltes de les metodologies de control disenyades es basen
en la teoria dels sistemes lineals.
Per desgra`cia, els sistemes que ens serveixen per explicar la natura i l’enginyeria,




Figura 2.4: Camp vectorial al voltant d’un punt d’equilibri d’un sistema lineal 2-
dimensional. (a) Un node atractor: els dos valors propis reals i negatius. (b) Un node
repulsiu: els dos valors propis reals i positius. (c) Un punt de sella: ambdos valors propis
reals, un positiu i l’altre negatiu. (d) Una espiral atractora: valors propis complexos i
conjugats, amb part real negativa. (e) Una espiral repulsiva: valors propis complexos i
conjugats amb part real positiva. (f) Un centre: valors propis imaginaris purs.
vectorial pot ser diferent en les diverses parts de l’espai d’estats i hi pot haver me´s
d’un punt d’equilibri. En aquests casos es pot estudiar localment les propietats de
l’espai d’estats linealitzant el sistema al voltant dels punts d’equilibri, definits per
x˙ = f(x) = 0.
En general, si x∗ e´s un punt d’equilibri de x˙ = f(x), la linealitzacio´ local al voltant
del punt d’equilibri x∗, ve donada per
δ x˙ = Jf(x∗) δx, (2.7)
on δ x = x − x∗ i la matriu Jf(x∗) e´s la matriu Jacobiana de f avaluada en el punt
d’equilibri x∗.
Les propietats del camp vectorial al voltant d’un punt d’equilibri donat, es poden
obtenir estudiant els valors i els vectors propis de la matriu Jacobiana. Aquesta repre-
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sentacio´ e´s ampliament utilitzada pels enginyers perque` en general el punts de treball
d’un sistema so´n els punts d’equilibri, i si les perturbacions so´n petites l’aproximacio´
lineal do´na un model simple de treball del sistema dina`mic.
En els sistemes no lineals un espera analitzar les propietats de tot el camp vectorial
estudiant-lo tros per tros, dividint-lo en regions lineals. Desafortunadament, el tot no
s’ajusta amb la suma de les parts. Hi ha propietats globals que no poden trobar-se
estudiant el sistema per regions.
2.2.4 Conjunts atractors en sistemes no lineals
Podem trobar-nos en els sistemes no lineals que o`rbites amb diferents condicions ini-
cials convergeixen en el temps a una mateixa o`rbita, que s’anomena cicle lı´mit o conjunts
w-lı´mit, i que es comporta com un atractor dels punts de l’espai de fases. En els sistemes
no lineals de dimensio´ 3 o me´s aquests cicles lı´mits poden descriure llac¸os sense que
l’o`rbita es talli a sı´ mateixa. Trobem aleshores cicles lı´mits perio`dics, quasiperio`dics
i finalment o`rbites sense perı´ode pero` que estan localitzades en una regio´ acotada de
l’espai d’estats. En aquesta situacio´ l’estat del sistema roman acotat, amb un volum
definit dins de l’espai de fases, pero` sense que es repeteixi mai el mateix estat: aquests
atractors s’anomenen atractors estranys i la situacio´ en que` es produeixen s’anomena
caos. Quan aixo` succeeix en un circuit electro`nic, el sistema aparentment sembla obeir
unes oscil·lacions aleato`ries.
2.2.5 Caos
Un dels primers investigadors que es va trobar amb un atractor estrany va ser en Lorenz
[27], el qual estudiava la dina`mica de sistemes meteorolo`gics donats pel model matema`-
tic definit per les equacions diferencials (2.4) on r e´s un para`metre.
Lorenz va observar que per certs valors del para`metre r, trajecto`ries que comenc¸aven
en condicions inicials molt pro`ximes, divergien i donaven lloc a diferents estats. ´Es el
que` es coneix com a depende`ncia sensible de les condicions inicials, fet que constitueix
una de les caracterı´stiques del caos.
Aquesta sensibilitat te´ una repercursio´ important en l’estudi dels sistemes, ja que en
gran part, l’estudi d’aquests esta` motivat per la prediccio´ de la evolucio´ de l’estat del
sistema. Aquesta depende`ncia sensible en les condicions inicials en els sistemes cao`tics
fa que sigui impossible aquesta prediccio´ en perı´odes curts de temps. Aixo` es degut
a que les condicions inicials no so´n mesurades amb una exactitud infinita. Petitı´ssims
errors en la definicio´ de les condicions inicials no so´n importants en sistemes estables
no cao`tics, ja que les trajecto`ries que comencen en condicions inicials lleugerament
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diferents no divergeixen exponencialment. En canvi en un atractor cao`tic, estats inicials
molt pro`xims divergeixen exponencialment i per tant, les prediccions so´n impossibles.
Una altra caracterı´stica d’aquest fenomen e´s aquesta: imaginem que agafem un con-
junt de condicions inicials contingudes dins d’una bola de l’espai d’estats i n’estudiem
l’evolucio´. Trobarı´em que aquesta bola s’espandeix en una direccio´, ja que les condi-
cions inicials s’allunyen unes de les altres en aquesta direccio´. Pero`, segons el teorema
d’en Liouville (el qual estableix que en sistemes conservatius, e´s a dir, sistemes que
no dissipen energia, aixo` e´s, sense resiste`ncies i friccions, el volum del conjunt de les
condicions inicials es mante´ i que en els sistemes dissipatius, el volum es contrau) si la
forma del conjunt de punts s’expandeix en una direccio´, s’ha de contraure en una altra.
Alguna cosa passa perque` malgrat aquesta direccio´ en la que te´ lloc l’expandiment,
la regio´ es mantingui dins d’uns contorns. Aixo` e´s el que` passa en els sistemes cao`tics:
la direccio´ que s’expandeix es doblega. Hi ha un continus estirament i doblegament
de l’espai d’estats que assegura que les trajecto`ries romanguin dintre d’un espai acotat,





Figura 2.5: Una iteracio´ de la funcio´ de ferradura d’en Smale.
Smale [28] va demostrar que aquest proce´s d’estirament i doblegament es pot ex-
plicar mitjanc¸ant una transformacio´ anomenada l’aplicacio´ ferradura. Per visualitzar-la
considerarem un sistema de dimensio´ 2. Considerem una figura d’a`rea quadrada a l’es-
pai d’estats (Figura 2.5). L’estirem en una direccio´ i l’estrenyem en una altra. Aleshores
dobleguem la figura en la direccio´ me´s llarga donant-li forma de ferradura. Repetim
aquest proce´s sobre l’a`rea de la ferradura. L’aplicacio´ iterada d’aquest esdeveniment
produeix una estructura de fines capes la qual e´s present en els atractors estranys dels
sistemes cao`tics.
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2.2.6 L’aplicacio´ de Poincare´
En moltes situacions e´s me´s convenient per fer l’ana`lisi del sistema, tenir-lo expressat
com una aplicacio´ discreta que com un sistema en temps continu. Aixo` e´s possible
gra`cies al me`tode inventat per Henri Poincare´. El me`tode consisteix en fixar una su-
perfı´cie, anomenada seccio´ de Poincare´, a l’espai d’estats. L’aplicacio´ de Poincare´ e´s
aleshores, la que transforma el punt interseccio´ de la superfı´cie amb la trajecto`ria, amb
el nou punt interseccio´ de la trajecto`ria amb el mateix costat de la superfı´cie. D’aquesta
manera, l’evolucio´ en temps continu a l’espai d’estats queda reduı¨da a una aplicacio´ de
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Figura 2.6: Obtencio´ del model discret d’un sistema dina`mic continu en el temps: (a) el
sistema e´s auto`nom, i (b) per un sistema no auto`nom on l’entrada externa te´ perı´ode T .
Si el sistema te´ una depende`ncia explı´cita del temps (sistemes no auto`noms), on
la funcio´ externa te´ perı´ode T , la manera me´s natural d’elegir l’aplicacio´ de Poincare´
e´s l’aplicacio´ que transforma les variables d’estat a l’instant t en les de l’instant t + T
(Figura 2.6(b)). ´Es com si a l’espai d’estats hi tingue`ssim un estroboscopi que il·lumine´s
les variables d’estat en els instants mu´ltiples de T .
Si l’o`rbita en temps continu e´s perio`dica, hi haura` un nombre finit de punts sobre la
seccio´ de Poincare´. En consequ¨e`ncia el sistema discretitzat ens mostra la periodicitat
de l’o`rbita a trave´s de la periodicitat dels corresponents valors de les variables d’estat
intersectats en la superfı´cie. Perque` aixo` sigui possible e´s necessari que la superfı´cie
de Poincare´ sigui tal que experimenti el ma`xim d’interseccions possibles amb l’o`rbita
donada. En un sistema no auto`nom, la periodicitat de l’o`rbita ve definida en funcio´ del
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perı´ode de la senyal externa i no com a funcio´ del nombre de llac¸os de l’o`rbita a l’espai
d’estats en temps continu. Aixı´, una o`rbita formada per un llac¸ en temps continu, pero`
que necessita de dos cicles de la funcio´ externa per representar el llac¸, es diu que e´s 2
perio`dica.
En el cas de les o`rbites quasiperio`diques, on dues frequ¨e`ncies so´n incommensu-
rables, els punts de l’o`rbita sobre la seccio´ de Poincare´ mai no coincidiran un amb
l’altre, pero` descriuran un llac¸ tancat sobre la superfı´cie. Si l’o`rbita e´s cao`tica, el com-
portament asimpto`tic en temps discret presentara` un nombre infinit de punts, continguts
en un volum finit, i distribuı¨ts en una regio´ d’una estructura complicada. ´Es l’atractor
estrany que es fa visible en el domini discret.
2.2.7 Dina`miques dels sistemes en temps discret
Per analitzar els sistemes no lineals expresats per l’equacio´ (2.3), el primer que es fa e´s
trobar els punts fixos xn+1 = xn = x∗. Aleshores es pot linealitzar el sistema discret
localment al voltant del punt fix obtenint la matriu jacobiana. Els valors propis de la
matriu indiquen l’estabilitat del punt fix.
Ara be´, hi ha una subtil difere`ncia entre el que` indiquen els valors propis en temps
continu i el que` indiquen en temps discret. La matriu jacobiana en un sistema en temps
continu, quan opera sobre el vector de les variables d’estat, ens do´na el vector velocitat
corresponent a aquestes variables. En canvi en el sistema en temps discret, el resultat
d’aplicar la matriu sobre el vector de les variables d’estat, e´s el vector de les variables
d’estat en la segu¨ent iteracio´.
Per exemple, sigui el sistema de dimensio´ 2 en temps discret linealitzat al voltant del












Siguin λ1 i λ2 els valors propis de la matriu jacobiana. Suposem que la condicio´
inicial es troba en la direccio´ del vector propi associat al valor propi real λ1. Si
0 < λ1 < 1, la iteracio´ segu¨ent va a parar a un punt situat me´s a prop del punt fix i en la
mateixa direccio´ del vector propi associat a λ1, i en les successives iteracions els valors
de les variables d’estat convergeixen al punt fix en la direccio´ del vector propi (Figura
2.7 (a)). Si els dos valors propis so´n reals, positius i menors que la unitat, qualsevol
condicio´ inicial es moura` asimpto`ticament a prop d’un vector propi i convergira` al punt
fix. Per tant, el sistema e´s estable i el punt fix e´s un atractor. D’una altra banda, si la
magnitud dels valors propis e´s major que 1, el sistema e´s inestable i el punt fix e´s un
repulsiu (Figura 2.7(b)). Si aquests valors propis so´n reals, amb λ1 de magnitud menor




Figura 2.7: Exemples de punts fixos en sistemes discrets linealitzats 2-dimensionals. (a)
Un atractor: valors propis reals, 0 < λ1, λ2 < 1. (b) Un repulsiu: valors propis reals,
λ1, λ2 > 1. (c) Un “regular saddle”: valors propis reals, 0 < λ1 < 1, λ2 > 1. (d) Un
“flip saddle”: valors propis reals, 0 < λ1 < 1, λ2 < −1. (e) Una espiral atractora: valors
propis complexos, |λ1|, |λ2| < 1. (f) Una espiral repulsiva: valors propis complexos:
|λ1|, |λ2| > 1.
(l’associada al valor propi λ1) i inestable en una altra direccio´. Aquest tipus de punts
fixos s’anomenen “saddle”. Si un dels valors propis e´s negatiu, els successius estats van
saltant d’una banda a l’altra del punt fix, el qual s’anomena “flip saddle” (Figura 2.7(d)).
Si els dos valors propis so´n positius, un punt a un costat del punt fix roman en el mateix
costat en les successives iteracions, i aleshores el punt fix s’anomena “regular saddle”
(Figura 2.7(d)).
Si λ1 i λ2 so´n complexos conjugats amb magnituds menors que la unitat, qualsevol
condicio´ inicial do´na una successio´ de punts que es mouen en forma d’espiral convergent
al punt fix. Es diu que el punt fix e´s una espiral atractora (Figura 2.7(e)). En canvi, si
els valors propis so´n complexos conjugats i les seves magnituds so´n superiors a 1, el
punt fix e´s una espiral repulsiva (Figura 2.7(f)). Aquestes idees so´n fa`cils d’estendre a
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dimensions superiors.
´Es important observar que en un sistema discret un punt fix e´s estable si tots els
valors propis de la matriu Jacobiana tenen una magnitud menor que la unitat. En canvi,












Figura 2.8: Vista esquema`tica de les varietats estables i inestables d’un punt fix “saddle”.
Tame´ es visible l’entorn linealitzat del punt fix.
Fora d’un petit entorn del punt fix, l’anterior descripcio´ del comportament del sis-
tema linealitzat deixa de ser va`lida. Per exemple, si el punt fix e´s del tipus “saddle”, els
vectors propis aplicats en el petit entorn del punt fix, tenen la propietat que si una condi-
cio´ inicial esta` situada en la direccio´ del vector propi, roman en ella en les successives
iteracions. Fora d’aquest petit entorn les lı´nies amb aquesta propietat no formen una
lı´nia recta. Aleshores es poden identificar unes lı´nies corbes que passen pel punt fix i
que tenen la propietat que les successives iteracions de qualsevol condicio´ inicial situada
sobre ella, segueixen estan sobre ella. Aquestes corbes s’anomenen varietats invariants
(Figura 2.8). Si les successives iteracions d’una condicio´ inicial s’apropen al punt fix al
llarg de la varietat, aleshores es diu que la varietat e´s estable; en canvi si s’allunya del
punt fix ( o be´ s’apropa cap a ell per l’aplicacio´ inversa xn = f(xn+1)), aleshores es diu
que la varietat e´s inestable. ´Es obvi que els vectors propis en el model linealitzat so´n
localment tangents a les varietats estables i inestables del punt fix.
Si la condicio´ inicial no es troba sobre cap de les dues varietats, les iteracions de
l’aplicacio´ fan que els successius punt s’allunyin de la varietat estable i s’apropin a
la inestable. La varietat inestable atrau els punts de l’espai d’estats, i si a me´s hi ha
un punt fix del tipus “saddle” en el sistema, tots els atractors es troben sobre la seva
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varietat inestable. En canvi, la varietat estable actua com un repulsiu dels punts de
l’espai d’estats. A me´s, si hi ha me´s d’un atractor en el sistema, la varietat estable del
punt “saddle” actua com a separador de les bases d’atraccio´. Per tant, aquestes varietats
so´n molt importants per determinar les dina`miques.
En els sistemes no lineals aquestes varietats es poden corbar i recargolar-se a l’es-
pai d’estats de forma forc¸a complicada. L’estructura i interseccio´ d’aquestes varietats
juguen un paper molt important en la definicio´ de la dina`mica de sistemes no lineals.
2.2.8 Exponents de Lyapunov
Una altra forma de caracteritzar un sistema cao`tic e´s mitjanc¸ant la quantificacio´ de les
raons d’allargament i escursament en l’espai d’estats. Aixo` es fa mitjanc¸ant els expo-
nents de Lyapunov. En la direccio´ d’allargament dues trajecto`ries inicialment pro`ximes
divergeixen, mentre que en la direccio´ d’escursament, dues trajecto`ries veı¨nes con-
vergeixen. Si s’aproxima aquesta converge`ncia i diverge`ncia de dues solucions mit-
janc¸ant funcions exponencials les raons d’escursament i allargament so´n quantificades
pels exponents. Aquests valors so´n els exponents de Lyapunov. Ja que aquests expo-
nents varien sobre l’espai d’estats, s’han de ponderar aquestes raons de les exponencials
de la diverge`ncia (converge`ncia) d’o`rbites inicialment pro`ximes sobre un llarg perı´ode
de temps (infinit).
El nombre total dels exponents de Lyapunov e´s igual als graus de llibertat del sis-
tema. Si les trajecto`ries del sistema tenen al menys un exponent de Lyapunov positiu,
aleshores o be´ so´n trajecto`ries inestables o be´ cao`tiques. Si les trajecto`ries es mouen en
una regio´ de l’espai d’estats acotada i tenen un exponent positiu, aleshores segur que
hi ha caos en el sistema. Com me´s gran e´s el valor de l’exponent positiu, me´s curt e´s
l’interval de temps en que` el sistema e´s predicible. D’aquı´ que l’estimacio´ del valor de
l’exponent de Lyapunov me´s gran sigui d’especial importa`ncia.
2.2.9 Bifurcacions
Una bifurcacio´ e´s un canvi qualitatiu en la dina`mica que es produeix quan un para`metre
del sistema canvia de valor. A l’electro`nica de pote`ncia, els convertidors estan preparats
en general, per funcionar sota un mode de treball especı´fic que ens proporciona un
voltatge de sortida concret, caracterı´stiques espectrals concretes, etc. Per tant, el mode
de treball pot canviar substancial i qualitativament quan es varia un para`metre com pot
ser el voltatge d’entrada o la carga. En consequ¨e`ncia, l’estudi de les bifurcacions e´s de
gran importa`ncia en aquests sistemes.
Una forma d’estudiar les bifurcacions e´s mitjanc¸ant els anomenats diagrames de
bifurcacio´. Aquests consisteixen en una representacio´ gra`fica en la que a l’eix de les
22 Contextualitzacio´
abcisses es col·loquen els valors del para`metre que varia. A l’eix de les ordenades es
representa amb punts el comportament asimpto`tic d’una de les variables d’estat. Si
el sistema opera en perı´ode 1 (e´s a dir, perı´ode igual a l’interval de temps avaluat) per
algun valor del para`metre, hi haura` nome´s un punt representat en la vertical que passa per
aquest valor del para`metre. Si el perı´ode fos 2, hi haura` dos punts. Si el comportament
del sistema esdeve´ cao`tic per algun valor del para`metre, hi haura` un gran nombre de
punts (en teoria infinits) en el corresponent valor del para`metre. Aquest diagrama de
bifurcacio´ resumeix els canvis en el comportament del sistema en resposta a la variacio´
del para`metre.
2.3 Bifurcacions en aplicacions suficientment diferencia-
bles
Les quatre principals bifurcacions que es poden trobar en un sistema en temps discret
xk+1 = f(xk, µ), (2.8)
on f e´s suficientment diferenciable arreu respecte de x i µ e´s el para`metre de bifurcacio´
so´n:
• La bifurcacio´ “pitchfork”.







Figura 2.9: Representacio´ de la bifurcacio´ “pitchfork”.
Aquesta bifurcacio´ te´ lloc quan per µ < µ0 tenim un u´nic punt fix estable, x∗
de (2.8) (e´s a dir, x∗ = f(x∗, µ) per µ < µ0), mentre que per µ > µ0 aquest e´s
inestable pero` aleshores el sistema presenta altres dos punts fixos que so´n estables.
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A la Figura 2.9 hi ha representat un exemple (x1 representa el punt fix estable per
µ < µ0 i inestable per µ > µ0; x2 i x3 so´n les altres dos punts fixos que apereixen
per µ > µ0, i que so´n estables; tots tres depenen de µ).
• La bifurcacio´ “saddle-node”.






Figura 2.10: Representacio´ de la bifurcacio´ saddle-node.
En aquesta situacio´, el sistema no presenta cap punt fix per µ < µ0 i per µ > µ0
n’hi ha dos, un que e´s estable (x1) i un altre que e´s inestable (x2). Esta` representat
a la Figura 2.10.
• La bifurcacio´ de doblament de perı´ode.





x = x1(µ), 2-p
Figura 2.11: Representacio´ de la bifurcacio´ doblament de perı´ode.
Aquesta es produeix quan pels valors del para`metre µ < µ0 tenim un punt fix que
e´s estable (x0) i que per µ > µ0 e´s inestable, pero` aleshores el sistema presenta
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una o`rbita 2-perio`dica, x1, que e´s estable (e´s a dir, x1 6= f(x1, µ), pero` x1 =
f(f(x1, µ), µ)). Es considera que pel valor del para`metre µ = µ0 hi ha hagut
un doblament de perı´ode. Si aquests doblaments de perı´odes es van repetint , el
fenomen es coneix amb el nom de doblament de perı´ode en cascada. Ho il·lustrem
a la Figura 2.11.











Figura 2.12: Pla de fase per xk+1 = f(xk, µ) de dimensio´ 2: (a) µ < µ0. El punt fix
(a, b) e´s estable i les iteracions s’aproximen cap a ell. (b) µ > µ0, el punt fix (a, b), ha
esdevingut inestable i les iteracion s’allunyen d’ell cap a un cicle lı´mit estable.
Aquesta bifurcacio´ nome´s es presenta si estem en un espai de dimensio´ superior
o igual a 2. Es do´na quan el punt fix (a, b) de l’aplicacio´ e´s estable per valors del
para`metre µ < µ0 i inestable per µ > µ0. A me´s en el cas µ < µ0, l’aplicacio´
iterada de la funcio´ des de qualsevol condicio´ inicial, ens apropa al punt fix tot
seguint un recorregut en forma d’espiral. En canvi, per µ > µ0, el punt fix e´s in-
estable i qualsevol condicio´ inicial a prop d’ell e´s allunyat d’ell en les successives
iteracions cap a una corba invariant, la qual e´s estable i atractora de quasevol punt
de l’espai d’estats. Ho tenim il·lustrat a la Figura 2.12
Ja que aquestes aplicacions sorgeixen al fer seccions de Poincare´ en l’espai d’es-
tats de sistemes continus en el temps, e´s interessant observar que passa en el sis-
tema continu quan es presenta una bifurcacio´ de Neimark-Sacker. Abans de la
bifurcacio´ la seccio´ de Poincare´ ens mostra un punt fix estable, per tant, en el sis-
tema en temps continu hi tenim un cicle lı´mit estable. Despre´s de la bifurcacio´,












Figura 2.13: El naixement d’un cicle lı´mit en un sistema continu en el temps x˙ = f(x, µ)
de dimensio´ superior o igual a 2 en una bifurcacio´ Hopf. (a) µ < µ0 i (b) µ > µ0.
quasiperio`dica en el sistema de temps continu. Aixı´ doncs, en temps continu,
aquesta bifurcacio´ marca el pas d’una o`rbita perio`dica a una o`rbita quasiperio`dica.
Ara be´, aquesta situacio´ ens la podem trobar directament en el sistema x˙ =
f(x, µ), on en aquest cas el que` tenim e´s un punt d’equilibri donat per f(x, µ) = 0.
Aquest punt d’equilibri passa de ser estable a inestable quan µ = µ0. El fet de que
el sistema e´s no lineal fa que apareixi un cicle lı´mit, tal i com es veu a la Figura
2.13. La bifurcacio´ es coneix amb el nom de bifurcacio´ de Hopf.
Aixı´ com l’u´ltima bifurcacio´ te´ dos noms diferents segons el sistema vingui donat en
temps discret (bifurcacio´ de Neimark-Sacker) o en temps continu (bifurcacio´ de Hopf),
resulta que les dues primeres (la de “pitchfork” i la de “saddle-node”) tambe´ les trobem
en els sistemes en temps continu, pero` no e´s aixı´ amb les de doblament de perı´ode. Per
tal de poder analitzar les bifurcacions de doblament de perı´ode en temps continu, cal
obtenir algun model discretitzat del sistema. Per a me´s detalls es pot consultar [29].
2.4 Bifurcacions non-smooth
Molts sistemes fı´sics estan caracteritzats per feno`mens que no so´n suficientment dife-
renciables. Entre aquests sistemes hi trobem els circuits electro`nics amb commutadors
[34]. Aquesta feno`mens so´n sovint modelats per un conjunt d’equacions diferencials,
cadascuna de les quals actua sobre una determinada regio´ de l’espai d’estats, Si, a on


































































Figura 2.14: Representacions 2-dimensionals de bifurcacions de (a) “grazing” i (b) i de
“corner-collision”.
quan les trajecto`ries travessen les corbes que delimiten les regions Si. Veure la Figura
2.14. ´Es a dir, suposem que localment l’espai de fases es pot escriure com
D = S1 ∪ S2 ∪
∑ ⊂ Rn, (2.9)
on
∑
e´s la frontera n− 1 dimensional que separa les regions S1 i S2.
El model matema`tic que descriu el sistema seria (en el cas de temps continu):
x˙ = f(x, µ) (2.10)
on x ∈ Rn, µ e´s el para`metre de bifurcacio´ i f(x, µ) esta` definida aixı´:
f(x, µ) =
{
f1(x, µ) si x ∈ S1
f2(x, µ) si x ∈ S2 (2.11)
on f1(x, µ) i f2(x, µ) e´s derivable amb derivada contı´nua a S1 i S2 respectivament i f e´s
contı´nua pero` la seva derivada no e´s contı´nua a
∑
, la frontera entre S1 i S2.
Aquests models presenten uns feno`mens de bifurcacio´ i caos que no poden ser ex-
plicats en termes de la teoria de bifurcacions coneguda pels sistemes suficientment di-
ferenciables. Ens trobem amb noves bifurcacions com ara la bifurcacio´ “grazing” i la
“corner-collision” que s’inclouen dins de la classe anomenada C-bifurcacions [32]. A-
questes noves bifurcacions consisteixen en interaccions no trivials entre trajecto`ries lı´mit
diferenciables (com ara o`rbites perio`diques o o`rbites cao`tiques que es troben dins d’un
conjunt w-lı´mit) i les fronteres que delimiten les regions de l’espai de fase. En el cas de
les de “grazing ”,
∑
no e´s diferenciable, i sota la variacio´ d’un para`metre (el para`metre
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de bifurcacio´), una o`rbita perio`dica toca tangencialment∑ en un punt on no e´s diferen-
ciable. En canvi, en l’altre tipus de bifurcacio´, per un determinat valor del para`metre la
trajecto`ria lı´mit toca tangencialment la frontera ∑, que e´s ara diferenciable. En els dos
casos,
∑
, localment, no e´s simulta`niament atractora (o repelent) des dels dos costats de
S1 i S2.
Recentment s’ha demostrat que les bifurcacions “grazing”i les “corner-collision” po-
den unificar-se si es considera un conjunt de formes normals apropiades. Es pot veure-ho
amb detall a [31].
Recentment tambe´ s’ha vist, que sistemes amb camps vectorials discontinus (o sis-
temes Filippov [25]) presenten un nou tipus de C-bifurcacions, les anomenades bifurca-





Tal i com s’ha indicat en el Capı´tol 2, els exponents de Lyapunov mesuren el promig de
variacio´ de l’expansio´ o contraccio´ dels elements infinitessimals a l’espai d’estats, on els
valors positius es corresponen a la separacio´ de trajecto`ries en una direccio´ donada. Els
exponents de Lyapunov de temps infinit es calculen respecte una trajecto`ria de refe`rencia
i en certa forma generalitzen (veure [7] per un major discussio´) l’ana`lisi de l’estabilitat a
trave´s dels valors propis del jacobia` d’un punt d’equilibri, tal i com hem esmentat en el
capı´tol anterior, o mitjanc¸ant els logaritmes dels valors propis de la matriu de transicio´
sobre un perı´ode d’una o`rbita perio`dica (els tambe´ anomenats exponents de Floquet).
La definicio´ estandard des del punt de vista pra`ctic d’un atractor cao`tic ([8]) e´s la d’un
conjunt atractor acotat amb al menys un exponent de Lyapunov positiu.
Diversos me`todes es poden trobar a la bibliografia ([8], [9]) per calcular nume`ri-
cament els exponents de Lyapunov, pero` el me´s interesant tan des del punt de vista
computacional com el teo`ric, e´s el que esta` basat en la descomposicio´ QR de l’aplicacio´
tangent ([10], [9], [12]). Tot seguit es recordara` breument aquest me`tode i s’aplicara`
als sistemes bilineals en general. S’obtindran resultats especı´fics pel convertidor buck
([13], [14]). El mateix proce´s funciona en altres sistemes lineals a trossos. S’escriuran
les equacions diferencials satisfetes pels exponents de Lyapunov i la variable angular
auxiliar, i es resoldran nume`ricament usant el conjunt atractor dominant com la tra-
jecto`ria de refere`ncia, per cada valor del para`metre de bifurcacio´. Tambe´ s’escriuran les
equacions en el cas en que l’o`rbita de refere`ncia e´s una o`rbita perio`dica, i a me´s a me´s,
en aquest cas, es resoldran analı´ticament, i per tant, es deduira` un expressio´ tancada per
l’exponent de Lyapunov me´s gran. Els resultats que s’obtenen coincideixen amb la part
real dels exponents de Floquet de la mateixa o`rbita [15] (tambe´ es pot consultar [16] per
calcular nume`ricament els expontents de Lyapunov del convertidor buck usant el me`tode
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u = 0↔ obert




u=0 u=1u=0 u=1 u=0 u=1
(b) La rampa perio`dica que regeix la com-
mutacio´
Figura 3.1: Esquema ba`sic del convertidor buck i la seva rampa
de Mu¨ller [17]).
La Figura 3.1 representa l’esquema ba`sic del convertidor buck. Quan aquest opera
en mode continu (e´s a dir, la corrent que tenim a l’inductor mai es fa zero, tal i com ja
s’ha dit al Capı´tol 2 ) el convertidor commuta entre dues topologies en funcio´ de si v(t)
esta` per sota o per sobre de la rampa perio`dica. Aleshores el sistema dina`mic presenta un
camı´ de desdoblament perio`dic cap al caos quan s’usa el para`metre V com a para`metre
de bifurcacio´ [13]. Les o`rbites perio`diques es poden calcular explı´citament resolent
els dos sistemes lineals i unint les solucions en el punt de tall, encara que l’equacio´
trascendental s’ha de resoldre nume`ricament [14]. Es veura` que aquesta informacio´
nume`rica, e´s a dir, el valor de l’instant de temps en que` es produeix la commutacio´, e´s
l’u´nica informacio´ no analı´tica que s’usara` en l’estudi que es fara`.
La funcio´ de commutacio´ es pot expresar en termes de la funcio´ esglao´ o de Heavi-
side θ de la forma segu¨ent:
u([v], t) = θ(r(t)− v(t)), (3.1)
on [v] denota la depende`ncia funcional i r e´s la rampa perio`dica d’equacio´







amb t calculat mo`dul T .
Usant les variables adimensionals (voltatge en les unitats de Vref, la intensitat en les
unitats de Vref/R i el temps en les unitats de RC) les equacions diferencials del sistema
so´n (s’ha usat el mateix sı´mbol t per indicar el temps adimensionat).
x˙ = −x+ y,
y˙ = −γx+ γV θ(r(t)− x), (3.3)
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on v 7→ x, i 7→ y, V = E/Vref i γ = R2C/L, i r(t) convenientment adimensionada.
En tots els resultats nume`rics presentats en aquest capı´tol s’han usat els segu¨ents
valors dels para`metres [13]: Vref = 11.3V, R = 22Ω, C = 47 · 10−6C, L = 0.02H,
Vu = 8.2V, Vl = 3.8V, T = 400 · 10−6s i a = 8.4.
El convertidor buck e´s un cas particular dels sistemes bilineals perio`dics, e´s a dir,
sistemes que commuten entre dos camps vectorials lineals, els quals, per assolir els
objectius plantejats, es interessant expresar com
x˙ =
{
Ax+ a if 〈α, x〉+ h(t) > 0,
Bx+ b if 〈α, x〉+ h(t) < 0. (3.4)
En aquesta expressio´ A i B so´n matrius, a, b i α so´n vectors, x e´s la variable d’estat,
〈, 〉 designa producte escalar i h(t) e´s una funcio´ T -perio`dica. De forma compacta es
pot escriure com
x˙ = Bx+ b+ θ(〈α, x〉+ h(t))[(A−B)x+ (a− b)]. (3.5)
En els segu¨ents apartats d’aquest capı´tol es tractara` el que` segueix. A l’apartat 3.2
so´n presentats els resultats me´s importants sobre la descomposicio´ QR i so´n usats per
calcular els exponents de Lyapunov. A l’apartat 3.3 so´n tractades les equacions per als
sistemes bilineals 2-dimensionals en general i s’aplica al cas particular del convertidor
buck, trobant les solucions del sistema mitjanc¸ant la integracio´ nume`rica i es calcula
una relacio´ de recurre`ncia per a o`rbites T -perio`diques, el lı´mit de les quals e´s calculat
analı´ticament a l’apartat 3.4. A 3.5 s’exte`n aquest proce´s a o`rbites de perı´ode me´s gran i
finalment a l’apartat 3.6 es resumeixen els resultats del capı´tol i s’apunten futures lı´nies
de treball.
3.2 La descomposicio´ QR
Sigui un sistema definit per la segu¨ent equacio´ diferencial de primer ordre a Rn
dx
dt = F (x, t), x ∈ R
n, (3.6)
i sigui x0(t) una solucio´.
Considerem x(t) una trajecto`ria pro`xima a la solucio´. Sigui z = x − x0(t) la







z ≡ DF (t) · z (3.7)
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La solucio´ a (3.7) e´s z(t) = M(t)z(0), on
M(t) = Te
∫ t
0 DF (s)ds (3.8)
i T representa l’anomenada exponencial ordenada en el temps o se`ries de Peano-Baker
[18]. Geome`tricament, M(t) e´s la funcio´ tangent de x0(0) 7−→ x0(t).
La SVD (descomposicio´ del valor singular) permet la factoritzacio´ de qualsevol ma-
triu, i en particular la de M(t), de la forma segu¨ent
M(t) = U(t) · A(t) · V T (t) (3.9)
on les dues matrius U(t) i V (t) so´n ortogonals (V TV = I = UTU ), i A(t) e´s diagonal.
Ja que
MT (t)M(t) = V (t)A(t)AT (t)V T (t) (3.10)
e´s semi-definida positiva i sime`trica, els seus valors propis so´n no negatius (els valors
de la diagonal de A(t)AT (t)) i es corresponen a una base ortonormal de vectors propis
(les columnes de V (t)). Els valors singulars de M(t) so´n els elements de la diagonal de
A(t). Els exponents de Lyapunov de temps infinit associats a la solucio´ x0(t), λi, so´n







sempre que aquest lı´mit existeixi.
Malgrat que la SVD de la funcio´ tangent produeix una eficient particio´ dels espais
d’expansio´ i contraccio´, e´s la descomposicio´ QR, tambe´ anomenada ortogonalitzacio´
contı´nua Gram-Schmidt [9], la que proporciona una formulacio´ amb el mı´nim nombre
de variables [10]. En aquest cas, aquesta descomposicio´ e´s
M(t) = Q(t) ·R(t) (3.12)
on Q(t) e´s ortogonal i R(t) e´s triangular superior i amb elements positius a la diagonal.
Observem que
MT (t)M(t) = RT (t)R(t) (3.13)
per tant, e´s R(t) la que` conte´ tota la informacio´ sobre els exponents de Lyapunov. Si
∆i(t), i = 1, . . . , n, so´n els elements de la diagonal deR(t), r(t) e´sR(t) amb la i-e`ssima
fila dividida per ∆i(t), i d(t) e´s la matriu triangular inferior que afecta la ortogonalitzacio´





(log∆i(t)− log dii(t)). (3.14)
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Els valors dii estan fitats, per tant, so´n irrellevants en el lı´mit i en consequ¨e`ncia els ex-
ponents de Lyapunov poden ser calculats com el segu¨ent valor asimpto`tic log(∆i(t))/t.
L’equacio´ que verifica la funcio´ tangent e´s
M˙ = DF ·M (3.15)
amb M(0) = I. Usant la descomposicio´ QR i aplicant QT i R−1 s’obte´
QT Q˙+ R˙R−1 = QT ·DF ·Q ≡ S. (3.16)
S’observa que R˙R−1 e´s triangular superior, i que els valors de la seva diagonal venen
donats per ∆˙i∆−1i . La matriu triangular Q es pot parametritzar com [10]
Q = Q(1,2)Q(1,3) · · ·Q(1,n)Q(2,3) · · ·Q(n−1,n), (3.17)
on Q(i,j) e´s la rotacio´ d’angle φij en el pla (i, j). Aixı´ doncs, M queda parametritzada
per n(n− 1)/2 angles, me´s els n elements ∆i de la diagonal de R, me´s els n(n− 1)/2
elements of R que estan per sobre de la diagonal. La resta no intervenen en el ca`lcul
dels exponents de Lyapunov, tai i com veurem. En efecte, ja que QT Q˙ e´s antisime`trica,
els elements de la diagonal de (3.16) donen lloc a
∆˙i = Sii(φ)∆i, i = 1, . . . , n. (3.18)
Els elements de S depenen nome`s dels angles φ i per tant, e´s una equacio´ de variables
separables sempre que els angles φij(t) siguin coneguts. Comparant els elements de la
subdiagonal a (3.16) s’obtenen les equacions
(QT Q˙)ij = Sij(φ), i > j. (3.19)
Amb la parametritzacio´ usada a Q, el membre de l’esquerra de (3.19) e´s lineal en φ˙ij i
l’equacio´ es pot reescriure com
φ˙ij = gij(φ), i > j. (3.20)
Aquest e´s un sistema d’equacions no lineals en funcio´ dels n(n− 1) angles, el qual s’ha
de resoldre i aleshores usar les solucions a (3.18).
3.3 La descomposicio´ QR en un sistema bilineal





≡ F (t) = B + θ(〈α, x0(t)〉+ h(t))(A−B)
+δ(〈α, x0(t)〉+ h(t))[(A−B)x0(t) + (a− b))αT ], (3.21)
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on δ = θ′ e´s la funcio´ delta de Dirac.
El cas me´s senzill e´s quan 〈α, x0(t)〉+h(t) te´ nome´s un zero simple a t = tc mod T
per cada perı´ode. Suposant que al comenc¸ament de cada perı´ode la topologia que es te´,
ve donada per (A, a), resulta
θ(〈α, x0(t)〉+ h(t)) = 1− θ(t− tc) (3.22)
δ(〈α, x0(t)〉+ h(t)) = 1|〈α, x˙0(tc)〉+ h˙(tc)|
δ(t− tc). (3.23)




[(A−B)x0(t) + (a− b))αT ], (3.24)
es pot obtenir el Jacobia` associat a aquesta classe d’o`rbites perio`diques.
DF (t) = A+ θ(t− tc)(B − A) + δ(t− tc)C, (3.25)
on el factor δ(t− tc) permet introduir la matriu constant C = D(tc) en lloc de D(t).
Les equacions anteriors so´n va`lides per a sistemes de dimensio´ n. Per a sistemes de





























2 α+ (f12 + f21) sinα cosα+ f22 cos
2 α (3.30)
α˙ = f12 sin
2 α− (f11 − f22) sinα cosα− f21 cos2 α, (3.31)
on els termes fij so´n obtinguts dels elements de A, B i C aixı´
fij = aij + (bij − aij)θ(t− tc) + cijδ(t− tc).
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S’observa que
d
dt log(∆1∆2) = f11 + f22 = a11 + a22+
(b11 + b22 − a11 − a22)θ(t− tc) + (c11 + c22)δ(t− tc) (3.32)
i aquesta e´s la diverge`ncia del camp vectorial donat pel membre de la dreta de (3.5)
calculat a x0(t). Tenint en compte que (t − tc)δ(t − tc) ≡ 0, l’equacio´ (3.32) pot ser
integrada i s’obte´
log(∆1∆2) = (a11 + a22)t+
(b11 + b22 − a11 − a22)(t− tc)θ(t− tc) + (c11 + c22)θ(t− tc). (3.33)
Ja que les equacions de ∆1 i ∆2 so´n independents, es pot trobar ∆2 despre´s d’haver
trobat ∆1. Les equacions (3.29) i (3.31) s’han de resoldre a cada perı´ode [nT, (n+1)T ],
agafant com a condicions inicials els valors finals del perı´ode precedent.1
Primer es resol l’equacio´ que ens do´na α. La prese`ncia de la funcio´ δ(t−tc) significa
que α(t) no e´s contı´nua a t = tc i que el corresponent salt ha de ser calculat; per
t0 ≤ t < tc i tc < t ≤ t0 + T hom pot oblidar-se de la funcio´ delta. En el re`gim que es
considera, els valors propis de A i B han de ser complexos amb part real negativa. Per
tant,
∆a ≡ (a11 − a22)2 + 4a12a21 < 0 and a11 + a22 < 0 (3.34)
i el mateix pels elements bij de B.
• Per t0 ≤ t < tc es te´
α˙ = a12 sin
2 α− (a11 − a22) sinα cosα− a21 cos2 α (3.35)
Cal observar que a12 6= 0 en les condicions assumides. En termes de α(t0) ≡ α0,




















1Cal observar que el que fa que dues trajecto`ries pro`ximes s’ajuntin o s’apartin esta` causat nome´s pels
temps diferents en els que es canvia de topologia dins del perı´ode; el canvi al final de cada perı´ode afecta
totes les trajecto`ries alhora.
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• A l’instant t = tc tenim el salt en el valor de α. Per calcular-lo podem prescindir
de tots els termes del membre de la dreta de la igualtat (3.31) excepte dels que so´n




2 α− c21 cos2 α− (c11 − c22) cosα sinα
)
δ(t− tc) (3.37)










Si designem per G(α) a una primitiva de l’integrand del membre de l’esquerra de
la igualtat, s’obte´
α(t+c ) = G
−1(1 +G(α(t−c ))). (3.39)
• Per tc < t ≤ t0 + T es te´ la mateixa equacio´ que abans, amb els elements bij
enlloc dels aij . La solucio´ es pot obtenir a partir de (3.36) substituint t0 per tc i α0
per α(t+c ).










Ja que λ2(t) es pot obtenir de λ1(t), es designa λ(t) ≡ λ1(t), el qual ha de complir
l’equacio´
λ˙ = f11 cos
2 α− (f12 + f21) cosα sinα+ f22 sin2 α. (3.42)
De nou s’han de considerar tres casos.
• t0 ≤ t < tc. Dividint les equacions que satisfan λ i α s’obte´
dλ
dα =
a11 − (a12 + a21) tanα+ a22 tan2 α
a12 tan
2 α+ (a22 − a11) tanα− a21 . (3.43)
El costat dret d’aquesta equacio´ es pot convertir en una integral racional i es
pot obtenir λ(α). La corresponent constant d’integracio´ es pot determinar per
la condicio´ inicial λ(α0) = λ(t0).
El convertidor buck 37
• A l’instant t = tc, el quocient de termes proporcional a δ(t− tc) en les equacions




2 α− (c12 + c21) cosα sinα+ c22 sin2 α
c12 sin
2 α− c12 cos2 α− (c11 − c22) cosα sinα
. (3.44)
Si s’anomena H(α) a la primitiva del costat dret de la igualtat (3.44) en funcio´ de
α, integrant entre t−c i t+c resulta




c ))−H(α(t−c )). (3.45)
• Finalment, per tc < t ≤ t0 + T s’obte´ la mateixa equacio´ que per t0 ≤ t < tc,
substituint aij per bij . La condicio´ inicial e´s ara λ(α(t+c )) = λ(t+c ), i t ha de ser
substituı¨da per t− tc en la solucio´ trobada.
S’aplicaran tot seguit, les anteriors equacions al cas particular del convertidor buck
adimensionat. Es te´































Les equacions (3.18) i (3.19) aplicades a aquest sistema so´n
∆˙1
∆1
= − cos2 α+ (γ − 1) sinα cosα+ γ V δ(r(t)− x0(t)) sinα cosα (3.48)
∆˙2
∆2
= − sin2 α+ (1− γ) cosα sinα− γ V δ(r(t)− x0(t)) cosα sinα (3.49)
α˙ = − sin2 α− cosα sinα− γ(1 + V δ(r(t)− x0(t))) cos2 α (3.50)
Es pot observar que ∆˙1∆2 + ∆1∆˙2 = −∆1∆2 i d’aquı´ ∆1(t)∆2(t) = e−t, ja que




aixı´ que la suma dels dos exponents de Lyapunov del convertidor buck e´s igual a−1. De
fet, aixo` e´s una consequ¨e`ncia directa d’un resultat me´s general com e´s que la diverge`ncia
del camp vectorial del convertidor buck adimensionat sigui igual a −1.
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Figura 3.2: LLE del conjunt atractor dominant en termes de V .
S’han integrat nume`ricament les equacions de λ(t), α(t) i el sistema de variables
(x0(t), y0(t)) per un rang de valors del para`metre de bifurcacio´ V , usant la funcio´ arctan-
gent amb un coeficient suficientment alt per aproximar la funcio´ esglao´ i la seva derivada
per aproximar la funcio´ delta. El corresponent exponent de Lyapunov me´s gran (LLE)
esta` representat a la Figura 3.2, on es pot veure que el LLE e´s −0.5 en una regio´ forc¸a
gran. Ja que hem fet integracio´ nume`rica, el sistema evoluciona cap al conjunt atractor
dominant. D’aquı´ que el LLE positiu ens indica la prese`ncia d’un atractor cao`tic. Les
zones de prese`ncia d’aquest atractor cao`tic que ens mostra la Figura 3.2 coincideixen
amb el que` es coneix sobre el convertidor buck [14].
Per a o`rbites T -perio`diques amb un u´nic instant de commutacio´ tc en cada perı´ode,
les equacions (3.48) i (3.50) queden reduı¨des a (3.29) i (3.31). En aquest cas es u´nicament
l’element
c21 = − γV|r˙(tc)− x˙0(tc)| ≡ −ν (3.52)
el que` e´s no nul i les dues equacions de relleva`ncia so´n
λ˙ = − cos2 α+ (γ + ν δ(t− tc)− 1) sinα cosα, (3.53)
α˙ = sin2 α+ sinα cosα+ (γ + ν δ(t− tc)) cos2 α. (3.54)
El denominador a (3.52) e´s la difere`ncia de la pendent entre la rampa i el voltatge
en el punt de creuament, i aquesta e´s l’u´nica informacio´ sobre l’o`rbita perio`dica que
necessitem pels ca`lculs.
Tal i com s’ha discutit en el cas general, l’u´nica qu¨estio´ de relleva`ncia per la inte-
gracio´ de les equacions anteriors e´s el ca`lcul del salt de les discontinuı¨tats en el punt
t = tc, e´s a dir, les equacions (3.39) i (3.45). Fa`cilment s’obte´
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tanα(t+c )− tanα(t−c ) = ν. (3.55)
i




1 + tan2 α(t+c )
1 + tan2 α(t−c )
. (3.56)
Amb aquests resultats, les equacions diferencials poden ser integrades sobre cada












1− AB − Arn , (3.58)
on A = tanµT , B = ν/µ i µ =
√








(tan2 αn+1 + 1) (tan
2 αn + tanαn + γ) ((Mn + ν)
2 +Mn + ν + γ)
(tan2 αn + 1) (tan
2 αn+1 + tanαn+1 + γ) (M
2
n +Mn + γ)
, (3.59)
on
Mn = µrn − 1/2. (3.60)
La Figura 3.3 ens mostra els resultats de la iteracio´ de (3.59) per un valor usual de V
en el re`gim T -perio`dic. Es pot veure que λn es comporta linealment amb una oscil·lacio´
fitada sobre d’ella, e´s a dir,
λ(t) = λ · t+ φ(t) (3.61)






La Figura 3.4 ens mostra els valors asimpto`tics de αn i λn/(nT ) per un rang
de valors del para`metre de bifurcacio´. De fet, es pot demostrar que per B ≥ B∗ =
2(1 +
√
1 + A2)/A, l’aplicacio´ (3.58) te´ un punt fix atractor i que (αn) → ∼ −pi/2
(depenent lleugerament de V ), mentre que la sequ¨e`ncia (αn) no convergeix per B < B∗.
De la figura es veu que aixo` es correspon a que λn/(nT ) s’aproxima a −1/2 en el cas
en que no hi ha punt fix, i a un valor que depe`n de V quan hi ha un punt fix. La
forma concreta de la corba puntejada de la Figura 3.4 es correspon totalment amb el
ca`lculs exactes dels exponents de Floquet de les o`rbites perio`diques (veure per exemple
la Figura 3 a [15]).
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Figura 3.4: Valors asimpto`tics de l’angle (contı´nua) i LLE (discontı´nua) per l’o`rbita
T -perio`dica en funcio´ de V .
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3.4 Resultats analı´tics pel convertidor buck
Pel convertidor buck, el fet de cone`ixer explı´citament les equacions (3.58) i (3.59) per-
met de provar analı´ticament els resultats que en la seccio´ anterior s’han obtingut per
iteracio´ nume`rica. Aixo` treu a la llum alguns aspectes interesants de l’aplicacio´ racional
(3.58), que es pot reescriure com
f(x) =
A+B + x
1− AB − Ax. (3.63)

















B ≥ B∗ = 2(1 +
√
1 + A2)/A (3.66)
tal i com ja s’ha esmentat pre`viament.
La condicio´ (3.66) implica que




µ = 10.22531653, (3.67)
El primer valor de V pel qual ν verifica (3.67) e´s V = 2.13 (que es correspon a
V = 24.1V). Aquest resultat es correspon amb els resultats nume`rics que podem veure
a la Figura 3.4. Nome´s un dels dos valors donats per (3.64), el que te´ el signe “+”, do´na
lloc a un punt fix estable.
Anomenant
Cn =
tan2 αn + 1




2 +Mn + ν + γ
M2n +Mn + γ
. (3.69)










logDn + λn − 1
2
T. (3.70)











log(Dm−1 · · ·D0) + λ0 − m
2
T (3.71)
















log(Dm−1 · · ·D0). (3.72)
Ja que log x
2 + 1
x2 + x+ 1
esta` fitat per x ∈ R, el primer lı´mit de (3.72) e´s trivialment









log(Dm · · ·D1). (3.73)
Suposarem primer que (αn) te´ un lı´mit, e´s a dir que la funcio´ (3.63) te´ un punt fix.
Aleshores les sequ¨e`ncies (rn), (Mn) i (Dn) tambe´ so´n convergents. Sigui D∗ el lı´mit
de (Dn). Usant el fet que el lı´mit de la forma aritme`tica d’una sequ¨e`ncia convergent e´s





log(Dm · · ·D1) = logD∗
2T
(3.74)















M∗ = µr∗ − 1/2 i r∗ el punt fix atractor de (3.63). Cal observar que aquest depe`n
del para`metre de bifurcacio´ V a trave´s del para`metre ν. Calculant (3.75) per valors de
V superiors a 2.13 s’obtenen valors que coincideixen amb la part creixent de la lı´nea
discontı´nua de la Figura 3.4.






log(Dm · · ·D1) = 0 (3.77)
i que per tant, el LLE e´s independent del para`metre de bifurcacio´ en aquest tram i que
e´s igual a −1/2, tal i com s’ha vist en les iteracions nume`riques pre`vies.
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i aplicant-ho a (3.78) el resultat e´s
∞∑
k=1







De nou, de (3.58) obtenim
Arn+1 + 1 =
1 + A2
1− AB − Arn , (3.81)





















1 + A2, (3.82)
on Lk = log(1− AB − Ark).
Estudiarem ara la suma
L1 + · · ·+ Ln. (3.83)
Es te´, usant (3.58)
Ln + Ln−1 = log(1− 3C + C2 + A(C − 2)rn−1 − A2), (3.84)
on C = AB.
Definint A(1) = A(C − 2), C(1) = 3C − C2 + A2 s’obte´
L
(1)
n−1 = Ln−1 + Ln = log(1− C(1) − A(1)rn−1). (3.85)
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n−2 = Ln−2 + L
(1)
n−1 = log(1− C(2) − A(2)rn−2). (3.87)
Iterant aquest proce´s s’obte´ una expressio´ tancada per L1 + · · · + Ln. De fet, si
A(k) = A(k−1) − C(k−1)A + A, C(k) = C(k−1) + C + A
(k−1)
A
C − CC(k−1) + A(k−1)A,
hom obte´ la suma dels u´ltims k termes de (3.83)
L
(k)
n−k = Ln−k + L
(k−1)
n−k+1 = log(1− C(k) − A(k)rn−k), (3.88)
per tant, finalment
L1 + · · ·+ Ln = log(1− C(n) − A(n)r1). (3.89)
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esta` acotat amb el que` queda demostrat (3.77).
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Figura 3.5: Valor asimpto`tic del LLE (lı´nia contı´nua) del conjunt atractor dominant,
LLE (lı´nia dı´scontı´nua) per les o`rbites T -periodiques i LLE (lı´nia puntejada) per o`rbites
2T -perio`diques en funcio´ de V .
3.5 `Orbites perio`diques de perı´ode gran
En aquest apartat es veura` com els ca`lculs fets per a les o`rbites T -perio`diques es poden
generalitzar a o`rbites de perı´ode superior.
Per a les o`rbites 2T -perio`diques amb temps de commutacio´ t1 i t2 (un en cada
perı´ode de la rampa) es te´ r(t1)−x0(t1) = 0 i r(t2)−x0(t2) = 0, 0 < t1 < T < t2 < 2T
mo`dul 2T i per tant
δ(r(t)− x0(t)) = 1|r˙(t1)− x˙0(t1)|δ(t− t1) +
1
|r˙(t2)− x˙0(t2)|δ(t− t2). (3.95)
El sistema que s’ha de resoldre a [0, 2T ] e´s
α˙ = sin2 α+ sinα cosα+ (γ + ν1 δ(t− t1) + ν2 δ(t− t2)) cos2 α (3.96)
λ˙ = − cos2 α+ (γ + ν1 δ(t− t1) + ν2 δ(t− t2)− 1) sinα cosα, (3.97)
on ν1 = γV/|r˙(t1)− x˙0(t1)|, i ν2 = γV/|r˙(t2)− x˙0(t2)|, i la informacio´ que necessitem
sobre l’o`rbita es limita als valors t1 i t2. El sistema anterior es pot resoldre analı´ticament
i tambe´ es pot iterar usant el valor final d’una iteracio´ com a condicio´ inicial per la
segu¨ent, i es pot obtenir una relacio´ de recurre`ncia pels valors de αn = α(2nT ) i
λn = λ(2nT ).
La Figura 3.5 ens mostra el LLE obtingut amb la integracio´ nume`rica directa del
sistema i els LLEs que resulten de les relacions de recurre`ncia de αn i λn per amb-
dues o`rbirtes la T -perio`dica i la 2T -perio`dica ( les o`rbites pro`piament 2T -perio`diques
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Figura 3.6: Valor asimpto`tic de l’angle (lı´nea contı´nua) i de LLE (lı´nea discontı´nua) de
les o`rbites 2T -perio`diques en termes de V .
apareixen nome´s quan les o`rbites T -perio`diques es fan inestables) pel rang de valors del
para`metre de bifurcacio´ V . Sempre que una o`rbita perio`dica e´s estable, el LLE obtingut
de la corresponent recurre`ncia coincideix amb el obtingut de la integracio´ nume`rica. Ob-
serveu la existe`ncia d’una petita finestra cao`tica just abans que les o`rbites T -perio`diques
esdevinguin inestables.




) + µt1), (3.98)




C + rn−1 +D
1− C(rn−1 +D) +B
1− A( C + rn−1 +D
1− C(rn−1 +D) +B)
(3.99)
La Figura 3.6 ens mostar els valors asimpto`tics de αn i λn/(2nT ) per un cert rang
de valors del para`metre de bifurcacio´. En aquesta figura podem observar que λn/(2nT )
convergeix a −1/2 quan la sequ¨e`ncia (αn) no convergeix. Aixo` te´ lloc en dues regions.
La primera de elles correspon al cas en que` les o`rbites 2T -perio`diques so´n dues o`rbites
T -perio`diques i la segona regio´ que abarca els valors des de V = 2.2 a V = 2.75, es
tracta d’o`rbites 2T -perio`diques pro`piament. ´Es te´ que (3.99) te´ un punt fix si i nome´s si
(ABCD − A(B +D) + C(B −D))2
−4(ABC − C − A)(CD(A+B)− (A+B + C +D)) ≥ 0. (3.100)
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Calculant aquesta condicio´ en funcio´ de V , s’obte´ el complement de les dues regions
anteriorment discutides.
Tambe´ s’ha obtingut el valor asimpto`tic de LLE quan (αn) te´ lı´mit. La relacio´ de





(tan2 αn+1 + 1)(tan
2 αn + tanαn + γ)
(tan2 αn + 1)(tan






2 +M1n + ν1 + γ)((M2n + ν2)
2 +M2n + ν2 + γ)
(M21n +M1n + γ)(M
2
2n +M2n + γ)
− T + λn. (3.101)
on














M2n = µ tan
(
µ(t2 − t1) + arctan








AnomenantM1∗ iM2∗ els lı´mits de (M1n) i(M2n) s’obte´, seguint els mateixos passos








2 +M1∗ + ν1 + γ)((M2∗ + ν2)
2 +M2∗ + ν2 + γ)
(M21∗ +M1∗ + γ)(M2∗n
2 +M2∗ + γ)
(3.104)
la qual reprodueix la lı´nea discontı´nua creixent de la Figura 3.6 des de V ∼ 2.75 en
endavant.
El mateix proce´s es pot portar a terme per les o`rbites kT -perio`diques. La relacio´ de





(tan2 αn + 1)(tan
2 αn−1 + tanαn−1 + γ)
(tan2 αn + tanαn + γ)(tan






2 + ν1 +M1,n−1 + γ) · · · ((νk +Mk,n−1)2 + νk +Mk,n−1 + γ)
(M21,n−1 +M1,n−1 + γ) · · · (M2k,n−1 +Mk,n−1 + γ)
− 1
2
kT + λn (3.105)
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amb M1,n depenent de t1 i α((n − 1)kT ) i Mi,n depenent de ti − ti−1 i Mi−1,n per









2 + ν1 +M1∗ + γ) · · · ((νk +Mk∗)2 + νk +Mk∗ + γ)
((M1∗)2 +M1∗ + γ) · · · ((Mk∗)2 +Mk∗ + γ) , (3.106)
sı´ que ho fa.
D’aquesta manera, incrementant el valor de k, es poden obtenir expressions analı´-
tiques dels successius trossos de la corba del LLE de la Figura 3.2, durant el tram en
el que` l’atractor dominant e´s una o`rbita perio`dica, e´s a dir, abans del comenc¸ament del
caos. Tan mateix, ja que s’han obtingut expressions analı´tiques pel LLE associat a una
o`rbita perio`dica, sigui estable o no, aquests resultats poden ser un punt de partida per
l’obtencio´ d’expressions analı´tiques aproximades pel LLE en re`gim cao`tic, en el sentit
que s’assenyala a la teoria d’o`rbites perio`diques [20].
Aquest procediment pot ser, en principi, fa`cilment aplicable a qualsevol sistema li-
neal a trossos i, en particular, a qualsevol altre convertidor PWM-controlat.
3.6 Conclusions i treball futur
S’han escrit les equacions diferencials que han de complir els exponents de Lyapunov del
convertidor buck, a partir de la descomposicio´ QR de la funcio´ tangent obtinguda a partir
d’una trajecto`ria de refere`ncia. S’han resolt nume`ricament les esmentades equacions i
s’ha calculat l’exponent Lyapunov me´s gran (LLE) per a un rang de valors del para`metre
de bifurcacio´, i s’han resolt analı´ticament quan la trajecto`ria de refere`ncia e´s perio`dica,
tan si e´s estable com si e´s inestable. Quan l’o`rbita perio`dica e´s l’atractor dominant, el
resultat analı´tic coincideix amb el valor obtingut per integracio´ nume`rica. Els resultats
tambe´ es corresponen amb el que pre`viament es coneix a la literatura sobre la part real
dels exponents de Floquet de les o`rbites perio`diques del convertidor buck. Aquests
ca`lculs es poden fer extensius a o`rbites perio`diques de perı´ode superior i e´s d’esperar
que aixo` permeti obtenir aproximacions analı´tiques als LLE quan s’esta` plenament en
re`gim cao`tic, usant les eines de la teoria de les o`rbites perio`diques [20]. Tambe´ pot
resultar interessant calcular les correccions d’ordre superior al LLE linealitzat, basades
en el hessia` enlloc del jacobia` [11].
Capı´tol 4
Convertidor boost amb control de
lliscament i amb banda d’histe`resi: cas
2-dimensional
4.1 Presentacio´
Sigui el sistema presentat a la figura 4.1 la qual representa un convertidor tipus boost.









Figura 4.1: Esquema d’un convertidor de pote`ncia boost.
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Les equacions que regeixen la dina`mica del convertidor so´n






x˙2 = − 1
L
(1− u)x1 + Vg
L
(4.1)
on u e´s la variable de control. Els valors d’aquesta variable so´n 0 i 1. El valor u = 1
correspon al cas en que` l’interruptor S esta` tancat. Aleshores tot el corrent de la font
circula per la bobina i deixa aı¨llada la branca RC. En canvi, u = 0 quan l’interruptor S
esta` obert.
Combinant adequadament les dues equacions de (4.1), s’obte´ que una condicio´ ne-
cessa`ria perque` el punt (x1, x2) de l’espai d’estats, sigui un punt d’equilibri de la dina`-
mica e´s que
x2 Vg − 1
R
x21 = 0. (4.2)
Aixı´, aquest sistema presenta un punt d’equilibri PE = (Vg, Vg/R) que compleix la
condicio´ (4.2) si l’interruptor esta` obert. En canvi, si l’interruptor esta` tancat, el voltatge
del condensador es fara` zero i la intensitat de l’inductor creix indefinidament.
Mitjanc¸ant les te`cniques de control en re`gim de lliscament es preten forc¸ar el sis-
tema a assolir una superfı´cie concreta, anomenada superfı´cie de lliscament, la qual
esta` definida en l’espai d’estats, controlant aixı´ el comportament asimpto`tic del sistema.
Aleshores, sobre aquesta superfı´cie solen apare`ixer noves propietats de la dina`mica, ja
que les caracterı´stiques de la superfı´cie so´n imposades sobre aquesta (aixı´ per exemple,
l’ordre del sistema queda reduı¨t).
Per exemple, la superfı´cie de lliscament podria ser x1 − Vref = 0. Demanar que
les trajecto`ries romanguin en ella equival a imposar que x1 = Vref en el temps. Es
pot comprovar que el punt d’equilibri de la dina`mica resultant sobre la superfı´cie e´s
inestable. Per aquest motiu la superfı´cie que imposarem sera` Sl = 0, on
Sl ≡ x2 + a(x1 − Vref ). (4.3)
A la seccio´ 4.2 estudiarem la dina`mica de lliscament ideal. Aquestes te`cniques de
control proporcionen al sistema una major proteccio´ davant de la variacio´ dels para`metres
i perturbacions externes. Tenen en contra pero`, que per tal que el sistema romangui en la
superfı´cie de lliscament, aquest hauria de commutar amb frequ¨e`ncia infinita. Per aquest
motiu a la pra`ctica, una de les te`cniques usades per evitar aquest defecte e´s la banda
d’histe`resi [2]. Ho tractarem a la seccio´ 4.3. I finalment, perque` el sistema sigui me´s
robust, moltes vegades es controla tambe´ l’error. Apareix aleshores una nova variable i
una nova equacio´ en el sistema dina`mic. Ho tracterem amb una mica de me´s detall en el
capı´tol segu¨ent.
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4.2 Dina`mica de lliscament ideal
Sigui el sistema dina`mic donat per les equacions (4.1) i representat a la Figura 4.1.
La variable de control u anira` alternant els valors u = 0 i u = 1 amb frequ¨e`ncia
infinita per tal que la trajecto`ria solucio´ de les equacions romangui sobre la superfı´cie
de lliscament. Considerem la representacio´ bilineal de (4.1), [24] .
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El re`gim de lliscament existeix sempre que x arribi a la superfı´cie i despre´s quedi
atrapada en ella gra`cies al continu canvi de posicio´ del commutador. Les dina`miques de
lliscament ideals estan caracteritzades per les segu¨ents condicions d’invaria`ncia:
Sl = 0, < ∇Sl, Ax+ uBx+ δ >= 0 (4.5)
on < , > simbolitza el producte escalar.
La segona condicio´ de (4.5) defineix el control equivalent ueq com la llei de control
derivable, que idealment atrapa les trajecto`ries sobre Sl si la dina`mica del moviment
satisfa` la primera condicio´ d’invaria`ncia.
Aquest control d’equivale`ncia ve donat per
ueq(x) = −< ∇Sl, Ax+ δ >
< ∇Sl, Bx > (4.6)












Per tal que existeixi el re`gim de lliscament a Sl s’ha de complir, [4]
0 < ueq(x) < 1 (4.8)
per tot x = (x1, x2) de la superfı´cie de lliscament.
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D’aquı´ es dedueix que els punts de la superfı´cie Sl = 0 que estaran en re`gim de





C Vg + a
2 Vref L
a2RL+ aL+ C R









C Vg + a
2 Vref L
a2RL+ aL+ C R





R1 = {(x1, x2) ∈ Sl = 0 que compleixen les condicions (4.9)} (4.11)
i
R2 = {(x1, x2) ∈ Sl = 0 que compleixen les condicions (4.10)} (4.12)











f2 = C Vg + a
2 Vref L
a2RL+ aL+ C R
R
f3 = Vg C R
La
, (4.14)
que so´n els valors que limiten les regions de lliscament a (4.9) i (4.10), resulta que la
condicio´ (4.13) es pot escriure com
1 6= f3 (f1)−1 (4.15)
Treballant amb les desigualtats que defineixen R1 i R2 es pot demostrar que la
segu¨ent proposicio´.
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Vref Regio´ de lliscament f1
4 4.2038 < x1 < 22.7273 3.8035
8 7.9269 < x1 < 22.7273 7.6071
12 11.6500 < x1 < 22.7273 11.4106
16 15.3731 < x1 < 22.7273 15.2141
20 19.0962 < x1 < 22.7273 19.0177
22 20.9577 < x1 < 22.7273 20.9194
23 21.8885 < x1 < 22.7273 21.8703
24 22.7273 < x1 < 22.8193 22.8212
26 22.7273 < x1 < 24.6808 24.7230
Taula 4.1: Regio´ de lliscament segons els valors de Vref .
Proposicio´ 4.2.1.
• 1 < f3 (f1)−1 ⇐⇒ f1 < f2 ⇐⇒ R2 = ∅, R1 6= ∅ i R1 = {(x1, x2) ∈
R
2 / f2 < x1 < f3 i x2 = −a (x1 − Vref ).}.
• En canvi, 1 > f3 (f1)−1 ⇐⇒ f1 > f2 ⇐⇒ R1 = ∅, R2 6= ∅ i
R2 = {(x1, x2) ∈ R2 / f3 < x1 < f2 i x2 = −a (x1 − Vref )}.
La proposicio´ 4.2.1, l’exemplifiquem a la Taula 4.1 on presentem la regio´ de llisca-
ment de Sl = 0 per aquests valors dels para`metres
Vg = 10, R = 10, C = 0.0002, L = 0.0002, a = 4.4 (4.16)
i variant Vref entorn de l’u´nic valor pel que segur que no hi ha regio´ de lliscament, que
en aquest cas e´s Vref = 23.90120210, que e´s quan 1 = f3(f1)−1
Ja que f3 no depen de Vref , un dels extrems que definiex l’interval de lliscament e´s
fix. S’ha indicat tambe´ el valor de f1 per cada cas.
Podem observar que a mesura que ens apropem al valor Vref = 23.9012, l’interval
on esta` definit el re`gim de lliscament, es va fent me´s petit.
A me´s, per Vref < 23.9012, aleshores 1 < f3 (f1)−1 i per tant, la regio´ de lliscament
e´s R1 i ve definida per f2 < x1 < f3 i x2 = −a (x1 − Vref ).
En canvi per Vref > 23.9012 ,aleshores 1 < f3 (f1)−1 i la regio´ de lliscament ideal
e´s R2 definida per f3 < x1 < f2 i x2 = −a (x1 − Vref ).
Per tant, es compleix la proposicio´ 4.2.1.
Tambe´ es te´ que el possible punt d’equilibri de la dina`mica PE per u = 0, mai
estara` en re`gim de lliscament tot i esta` en Sl = 0, ja que en aquest punt la segona de les
desigualtats tan en (4.9) com en (4.10) es converteixen en una igualtat.
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Imposant el valor trobat per ueq a (4.7) a les equacions que ens defineixen el conver-
tidor boost, (4.1), sobre la superfı´cie de lliscament Sl = 0, (4.3), s’obte´ la dina`mica de





x21 +RaVg (x1 − Vref )
C x1 + La2 (x1 − Vref ) (4.17)
Independentment dels valors dels para`metres existeix un possible punt d’equilibri de




R2 a2 V 2g + 4RaVg Vref
2
x∗2 = −a(x∗1 − Vref ) (4.18)
Fa`cilment es pot comprovar que compleix (4.2), condicio´ necessa`ria per ser punt
d’equilibri de la dina`mica i que x∗2 > 0.
Per saber el cara`cter estable o inestable del punt, linealitzarem l’equacio´ (4.17) al
voltant del punt d’equilibri. Resulta
dxˆ1
dt = A xˆ1 (4.19)
on
A = − 1
R
(La2 x∗1 −RC a2 Vg)(x∗1 − 2Vref )
(x∗1C + La
2 (x∗1 − Vref ))2
i xˆ1 = x1 − x∗1 (4.20)
Usant la definicio´ de x∗1 es pot demostrar que x∗1 − 2Vref < 0 i aleshores:
Proposicio´ 4.2.2.
• Si x∗1 compleix (4.9), e´s a dir pertany a R1, aleshores A < 0 i el punt d’equilibri
e´s ası´mpto`ticament estable.
• En canvi, si x∗1 compleix (4.10), e´s a dir pertany a R2, aleshores A > 0 i el punt
d’equilibri e´s inestable.
A la Taula 4.2 presentem resultats sobre l’estabilitat del punt d’equilibri usant els
valors dels para`metres donats a (4.16) i variant Vref tal i com s’ha fet a la Taula 4.1.
Indiquem en cada cas si hi ha punt d’equilibri i en el cas que n’hi hagi senyalem si el
punt pertany a R1 o a R2.
Estudiant en quines condicions x∗1 esta` en una de les dues possibles regions de llis-
cament, R1 o R2, es pot demostrar que:
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Vref Regio´ de lliscament cara`cter
4 ∅
8 ∅
12 R1 A. estable
16 R1 A. estable
20 R1 A. estable
22 R1 A. estable
23 R1 A. estable
24 R2 inestable
26 R2 inestable
Taula 4.2: Regio´ a la que pertany el punt d’equilibri i cara`cter d’aquest en funcio´ de
Vref .
Proposicio´ 4.2.3.
• Si 1 > f3 (f1)−1, la dina`mica de lliscament ideal (4.17) sempre te´ un punt d’equi-
libri donat per (4.18), el qual pertany a la regio´ de lliscament R2 i el seu cara`cter
e´s inestable.
• En canvi, si 1 < f3 (f1)−1, el punt d’equilibri (4.18) esta` en la regio´ de lliscament,
que ha de ser R1, ⇐⇒ Vref > Vg aR + 1
Ra
i el seu cara`cter e´s ası´mpto`ticament
estable.
Per tant, si pels valors dels para`metres que defineixen el convertidor boost i la su-
perfı´cie Sl = 0, la regio´ de lliscament e´s R2, el re`gim de lliscament te´ un punt d’e-




. I el seu cara`cter e´s ası´mpto`ticament estable. Si els valors dels
para`metres so´n els definits a (4.16) aleshores la regio´ de lliscament e´s R1 i tenim un
punt d’equilibri que e´s asimpto`ticament estable si i nome´s si 10.2273 < Vref < 23.9012.
Aixo` e´s el que` veiem a la Taula 4.2.
4.3 Dina`mica de lliscament amb banda d’histe`resi
Per tal de poder realitzar i simular el sistema, afegim a la superfı´cie de lliscament una
banda d’histe`resi, que provoca canvis en la topologia, fent que el sistema commuti d’una
posicio´ a l’altre. Aquesta banda ve definida per
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Sdk ≡ x2 + a (x1 − Vref )− dk
S−dk ≡ x2 + a (x1 − Vref ) + dk (4.21)
(4.22)
La configuracio´ del sistema es defineix de la segu¨ent manera: quan l’interruptor S esta`
tancat (configuracio´ 1) tot el corrent de la font circula per la bobina i deixa aı¨llada la
branca RC i aleshores les equacions que descriuen la dina`mica del sistema so´n:







D’aquesta forma el corrent que passa per la bobina comenc¸a a pujar, en canvi el voltatge
en el condensador baixa. La llei de control fa que el sistema segueixi d’aquesta ma-
nera fins que s’assoleix la superfı´cie Sdk = 0. En aquest moment l’interruptor s’obre
(configuracio´ 2). Les equacions que descriuen el sistema so´n:












El sistema seguira` en aquesta configuracio´ fins que succeix una d’aquestes dues pos-
sibilitats: 2.1) El sistema verifica l’equacio´ S−dk = 0 o´ 2.2) el corrent a l’inductor es
fa zero (configuracio´ 3). Pel cas 2.1) el sistema tanca l’interruptor i comenc¸a de nou el
cicle (veure Figura 4.2). Aquesta forma d’actuacio´ es coneix amb el nom de mode de
conduccio´ contı´nua (MCC).
El cas 2.2) es conegut amb el nom de mode de conduccio´ discontinua (MCD). Ja
que el diode no permet que la corrent canviı¨ de sentit, les equacions que ens descriuen
aquesta dina`mica so´n:
x˙1 = − 1
RC
x1
x˙2 = 0 (4.25)
Aquesta e´s la configuracio´ 3. Aquesta es mante´ fins que passa una d’aquestes dues
situacions: 3.1) el sistema compleix l’equacio´ S−dk = 0 o´ 3.2) x1 = Vg.
En el cas 3.1), la trajecto`ria ha aconseguit la superfı´cie de commutacio´ S−dk = 0,
l’interruptor es tanca i comenc¸a un nou cicle una altra vegada. La Figura 4.3 il·lustra
aquesta situacio´.
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Figura 4.2: Mode de conduccio´ contı´nua: pasem de la configuracio´ 1 a la 2 cı´clicament.
El cas 3.2) nome´s es possible si el punt d’equilibri (Vg, Vg/R) es troba dintre de la
banda d’histe`resi, e´s a dir
Sdk|(Vg,Vg/R) < 0 < S−dk|(Vg,Vg/R) (4.26)
Quan x1 = Vg el sistema evoluciona segons les equacions












Aleshores el sistema pot evolucionar fins a assolir el punt d’equilibri i aleshores ja
no hi ha cap me´s commutacio´. O be´, la trajecto`ria pot de nou tallar a la superfı´cie de
commutacio´ S−dk = 0 i aleshores l’interruptor es tancaria, comenc¸ant novament un nou
cicle. Les Figures 4.4 i 4.5 ens mostren aquestes situacions.
A continuacio´ estudiarem el comportament del sistema en funcio´ de la posicio´ del
para`metre Vg. Inicialment el punt d’equilibri es troba a l’esquerra de la banda. Aumen-
tant el valor de Vg el punt d’equilibri es desplac¸a cap a la dreta i aquest entra dins la
banda. Finalment el punt d’equilibri estara` a la dreta de la banda. En l’u´ltim cas el
sistema no funciona com un convertidor boost, ja que el sistema en general, s’enganxa
al punt d’equilibri.
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Figura 4.3: Mode de conduccio´ discontı´nua: passem de la configuarcio´ 1 a la 3
cı´clicament.
4.4 El mode de conduccio´ contı´nua MCC
En aquest mode de conduccio´ podem considerar tres casos importants:
• Cas 1: S−dk|(Vg ,Vg/R) < 0.
Quan el punt d’equilibri es troba a la part esquerra de la banda la situacio´ e´s
ben simple. El sistema sempre evoluciona cap a un cicle lı´mit, ja que el punt
d’equilibri e´s un equilibri virtual. Aquest cicle lı´mit e´s atractor en tot l’espai
d’estats. Veure la Figura 4.6
• Cas 2: Sdk|(Vg ,Vg/R) < 0 < S−dk|(Vg ,Vg/R).
Aquest e´s probablement el cas me´s interesant del convertidor de pote`ncia boost
controlat a trave´s d’una banda d’histe`resi. Quan el punt d’equilibri es mou en
l’interior de la banda, aquest no e´s un punt d’equilibri virtual. A la Figura 4.7 es
pot veure l’o`rbita tangent. Aquesta trajecto`ria e´s una trajecto`ria que comenc¸a a
S−dk en el punt (i), amb el sistema en la configuracio´ 2, i que e´s tangent a S−dk.











on φ representa l’o`rbita solucio´. Es poden distingir dues situacions importants:
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x1 = Vg

















Figura 4.4: `Orbita on deixem el MCD abans de tallar la superfı´cie.
– Cas 2.1:
La primera correspon al cas en el que quan anem enrera en el temps des del
punt de tange`ncia (a) la trajecto`ria no talla a la superfı´cie Sdk abans de tallar
de nou a la superfı´cie S−dk (veure la Figura 4.7). Depenent de la condicio´
inicial, el sistema evoluciona al punt d’equilibri o al cicle lı´mit. L’u´nica
regio´ interior del sistema que va a parar al punt d’equilibri esta` limitada per
la trajecto`ria que comenc¸a al punt (i) ∈ S−dk i que es tangent a S−dk en el
punt (a) (el sistema ha de comenc¸ar en la configuracio´ 2). Aquesta situacio´
es pot veure a la Figura 4.7. Generalment, pero` el sistema evoluciona al cicle
lı´mit. Es pot veure aquesta situacio´ a la Figura 4.8.
– Cas 2.2:
Es correspon al cas en que` la trajecto`ria tangent a S−dk ha creuat la superfı´cie
Sdk abans d’arribar al punt de tange`ncia (a). De nou hi ha va`ries possibilitats.
∗ 1) Hi ha un cicle lı´mit i un punt d’equilibri. En aquest cas e´s necessari
obtenir els punts de tall de la trajecto`ria amb les superfı´cies Sdk i S−dk.
Aquests punts es poden trobar de la forma segu¨ent: partim del punt
de tange`ncia (a) i anant enrera en el temps trobarem el punts de tall
amb Sdk: so´n els punt (b) i (c) (veure la Figura 4.9). Seguint enrera en
el temps i considerant el canvi de configuracio´, trobem els punts (d) i
(e). Aquest proce´s pot continuar fins que el sistema entra en MCD. La
notacio´ usada per indicar aquest proce´s de tirar enrera en el temps e´s:
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Figura 4.5: L’o`rbita surt de MCD perque` talla de nou a Sdk.
(a)← (b)← (d)← (f)← (h) (4.29)
on (h) es obtingut com a condicio´ inicial sobre la recta S−dk amb el
sistema en la configuracio´ 1.
Quan aquesta trajecto`ria assoleix la superfı´cie Sdk en el punt (f) el sis-
tema passa a la configuracio´ 2. En aquesta configuracio´ el sistema arriba
al punt (d) i de nou passa a la configuracio´ 1. De nou torna a tallar a
la superfı´cie Sdk en el punt (b), i el sistema canvia a la configuracio´ 2.
Finalment arribem a (a). Aquesta e´s l’o`rbita tangent.
De forma semblant a l’o`rbita tangent, anant enrera en el temps, tenim
descrita una altra o`rbita definida per
(a)← (c)← (e)← (g)← (i) (4.30)
Aleshores totes les o`rbites que comencen en el segment ((d), (e)) definit
sobre la recta Sdk , van a parar al punt d’equilibri ja que l’o`rbita tangent
no els permet arribar de nou a la superfı´cie S−dk. El mateix succeix
amb les trajecto`ries que comencen en el segment ((i), (h)). En canvi
si l’o`rbita comenc¸a en algun sector inclo`s al segment ((e), (i)), l’o`rbita
queda atrapada en aquesta zona. Aquest ana`lisi pot continuar, tirant el
temps enrera i es poden trobar els sectors que satisfan diferents condi-
cions. Per tant, hi ha dues solucions de l’estat estacionari les quals de-
penen de les condicions inicials: el punt d’equilibri i un cicle lı´mit.
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Figura 4.6: Existeix un cicle lı´mit en MCC si S−dk|(Vg ,Vg/R) < 0.
Cal observar que es una condicio´ necessa`ria perque` es dongui aquest cas
que el punt (i) es trobi a la dreta del punt de tange`ncia (a).
∗ 2) Si el punt (c) coincideix amb el punt (p) aleshores tenim una o`rbita
1 perio`dica que e´s inestable ja que qualsevol altra trajecto`ria convergeix
al punt d’equilibri. Aquest fet esta` representat a la Figura 4.10.
∗ 3) Existeix una o`rbita 2 perio`dica que e´s inestable. Aquest cas es do´na
quan el punt (i) coincideix amb el punt de tange`ncia (a), (p) coincideix
amb (g) i (q) amb (e). Aquesta o`rbita la podem expresar aixı´:
(a)→ (g)→ (e)→ (c)→ (a) (4.31)
Totes les trajecto`ries que comencen en el segment ((e), (a)) queden atra-
pades en aquesta zona. Les que comencen en el segment ((d), (e)) con-
vergeixen al punt dequilibri. Per suposat, aquest ana`lisi es pot fer a tot
l’espai d’estats. La Figura 4.11 ens mostra aquesta situacio´.
∗ 4) Hi ha un punt d’equilibri que e´s globalment estable. En aquest cas
el punt (i) es troba a l’esquerra del punt de tange`ncia (a). Totes les
trajecto`ries que comencen en el sector ((d), (i)) convergeixen al punt
d’equilibri. Ho podem veure a la Figura 4.12
• Cas 3: Sdk|(Vg ,Vg/R) > 0.
Si el punt d’equilibri es troba a la dreta de la banda del sistema, la situacio´ es ben
similar al cas anterior i els resultats depenen fortament dels valors dels para`metres.





























Figura 4.7: Primera situacio´ en la que el sistema evoluciona al punt d’equilibri amb
Sdk|(Vg,Vg/R) < 0 < S−dk|(Vg,Vg/R).
L’esse`ncia de l’ana`lisi esta` en considerar la localitzacio´ del punt (i) i aixo` es fa tal
i com s’ha fet en el cas 2. De totes formes aquest tercer cas no el considererem
perque` el sistema no es comporta com un convertidor boost (ja que el sistema
s’enganxa al punt d’equilibri).
´Es obvi que podem caracteritzar tot l’espai de d’estats tiran enrera en el temps cada
sector. Aquest procediment acaba quan es considera el mode MCD.
4.5 El mode de conduccio´ discontı´nua (MCD)
Incrementant el valor de la resiste`ncia el sistema treballa en MCD. A l’igual que l’ana`lisi
fet en MCC, es pot fer l’estudi d’aquest mode dividint-lo en tres casos, havent-hi en cada
cas situacions similars a les que` ens hem trobat en el MCC. L’u´nic que s’ha de tenir en
compte e´s que podem deixar el MCD per dos motius diferents. El primer e´s perque` el
voltage ha assolit el valor Vg abans de tallar de nou la superfı´cie S−dk i el segon motiu e´s
just pel contrari, l’o`rbita ha tallat la superfı´cie i v > Vg. Per tant, en els casos a discutir
hi entra en joc el punt (Vg, 0).
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Figura 4.8: Situacio´ en la que el sistema evoluciona a un cicle lı´mit amb Sdk|(Vg ,Vg/R) <
0 < S−dk|(Vg ,Vg/R).
4.6 Conclusions i treball futur
S’ha analitzat la dina`mica del convertidor boost amb control de lliscament. Primer s’ha
estudiat la dina`mica de lliscament ideal que ens do´na el control equivalent, [4], del con-
vertidor boost. S’han trobat les regions de lliscament en funcio´ del para`metre Vref i
s’ha estudiat el cara`cter del punt d’equilibri d’aquesta dina`mica ideal en funcio´ tambe´
d’aquest para`metre. Ja que aquest control significaria que el sistema commuta amb
frequ¨e`ncia infinita, a efectes pra`ctics, s’ha introduı¨t una banda d’histe`resi. Aleshores
s’ha analitzat la dina`mica del sistema en funcio´ d’un altre para`metre, Vg, el qual forma
part de l’expressio´ del punt d’equilibri que presenta el convertidor en una de les seves
configuracions quan aquest treballa en mode de conduccio´ contı´nua (MCC). S’ha com-
provat que en funcio´ de la posicio´ d’aquest punt d’equilibri, PE = (Vg, Vg/R), respecte
la banda d’histe`resi, la dina`mica o be´ te´ un cicle lı´mit que pot ser o no atractor, o un punt
d’equilibri globalment estable o ambdues coses alhora.
En un treball futur caldria analitzar i escriure els diferents casos que es poden trobar
en mode de conduccio´ discontı´nua (MCD) pel convertidor boost amb control de llisca-
ment i banda d’histe`resi. Es podria intentar tambe´, en el cas en que s’ha introduı¨t un
control integral amb una nova variable.
Es podria tambe´ fer aquest ana`lisi a altres convertidors.
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Figura 4.10: Segona situacio´ amb una o`rbita tangent 1 perio`dica i inestable
Sdk|(Vg,Vg/R) < 0 < S−dk|(Vg,Vg/R).
































Figura 4.11: Segona situacio´ amb una o`rbita tangent 2 perio`dica i inestable





























Figura 4.12: Segona situacio´ amb una punt d’equilibri estable Sdk|(Vg,Vg/R) < 0 <
S−dk|(Vg,Vg/R).
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Capı´tol 5
El convertidor boost amb control
integral
5.1 Descripcio´ de la dina`mica d’un convertidor boost
dc-dc amb control integral
Tot seguit descriurem la dina`mica d’un convertidor boost dc-dc amb una banda d’his-
te`resi i amb una tercera variable d’estat anomenada error, la qual fa que el voltatge x1
del condensador convergeixi a un valor de refere`ncia donat Vref , garantint aixı´ que el
sistema sigui robust respecte el voltatge d’entrada. Aquesta funcio´ error e´s
x3 =
∫
(Vref − x1)dt (5.1)
d’on s’obte´ l’equacio´
dx3
dt = Vref − x1. (5.2)
Si x2 e´s la variable d’estat que representa la intensitat en la bobina del convertidor, la


















dt = Vref − x1 (5.5)
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essent u la variable de commutacio´, els valors de la qual ( 1 o´ 0) depenen de la llei de
control que s’elegeixi, i R, C, L, Vg i Vref so´n para`metres del circuit.
Si el corrent es fa zero i es mante´ a zero en un interval de temps, entrarem aleshores
en un nou mode de conduccio´, el mode de conduccio´ discontinu (MCD) que vindra`






x2 = 0 (5.7)
dx3
dt = Vref − x1 (5.8)
Per cadascun dels dos valors de la variable de commutacio´ u en MCC i en MCD, les
equacions diferencials so´n lineals cosa que permet obtenir les solucions analı´tiques de












− k2 > 0 (5.10)
que e´s la condicio´ necessa`ria per obtenir les solucions oscil.lato`ries del sistema, per

















dt = Vref − x1 (5.11)
les solucions de la qual so´n
x1(t) =
Vg + e
−k(t−t0){(v0 − Vg) cosw(t− t0)− k
w
(v0 + Vg − 2Ri0) sinw(t− t0))}













(v0 − Vg)) sinw(t− t0)}
x3(t) = E0 + (Vref − Vg)(t− t0) + L(x2(t)− i0). (5.12)











dt = Vref − x1 (5.13)






(t− t0) + i0
x3(t) = E0 + Vref (t− t0) + 1
2 k
(x1(t)− v0). (5.14)
I finalment quan x2 = 0 per un cert interval de temps, entrem en MCD obtenint la













x3(t) = E0 + Vref (t− t0) + 1
2k
(x1(t)− v0). (5.16)
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Tant a (5.12), com a (5.14) i a (5.16), v0, i0 i E0 so´n els valors inicials de x1, x2 i x3
respectivament.
Podem observar que quan u = 1 el voltatge decreix cap a zero, la intensitat aumenta
indefinidament a l’igual que l’error. En canvi per u = 0, el voltatge va cap a Vg, la
intensitat cap a Vg
R
i l’error creix indefinidament excepte en el cas en que Vref = Vg;
aleshores tendeix a Vref . Per tant, la dina`mica no te´ punts d’equilibri llevat del cas en




Imposant un control en mode de lliscament que consisteix en forc¸ar el sistema a estar
sobre la superfı´cie de lliscament S := S(x1, x2, x3) = 0, la qual es pot escriure de forma
general com
S(x1, x2, x3) = a1(x2 − Iref ) + a2(x1 − Vref ) + a3(x3 − Eref ), (5.17)
i considerant la banda d’histe`resi (necessa`ria per poder realitzar ca`lculs pra`ctics) donada
per
S + dk = 0 i S − dk = 0,
la llei de control consisteix en elegir u = 0 o u = 1 segons quina de les dues superfı´cies
S + dk = 0 o´ S − dk = 0 hagi intersectat la trajecto`ria del sistema.
5.2 Estudi de la dina`mica variant el para`metre Vref
Amb l’ajuda de diferents programes en MAPLE s’ha pogut fer un estudi de l’evolucio´
del sistema fixats tots els para`metres llevat de Vref . Els valors fixats so´n:
R = 10; L = 0.002; C = 0.002; V g = 10; k1 = 4.4; dk = 0.31. (5.18)
Els valors dels para`metres de la superfı´cie de lliscament (5.17) so´n
a1 = 1; a2 = k1; a3 = −k1 · z; z = 2
RC
; Iref = 0; Eref = 0. (5.19)
Tot seguit detallarem algunes de les o`rbites obtingudes en MCC i en MCD i passarem
a comentar el tipus de bifurcacions trobades al variar Vref .
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Figura 5.1: `Orbites 1-p en MCC per diferents Vref obtingudes usant MAPLE.
A la Figura 5.1 hi ha representades algunes de les o`rbites 1-perio`diques en MCC
trobades. I a la Taula 5.1 hi ha tabulats els multiplicadors caracterı´stics d’algunes o`rbites
1 perio`diques. Podem observar que el valor absolut d’un dels multiplicadors de cadas-
cuna de les o`rbites perio`diques e´s menor que 10−90, e´s a dir 0, cosa que sempre succeeix
en les o`rbites perio`diques [8].
Podem observar que en la primera o`rbita la intensitat es fa negativa. Aquesta o`rbita
no es correspondria al circuit dissenyat, ja que el diode nome´s deixa pasar el corrent
en un sentit. S’ha calculat el valor de Vref pel qual l’o`rbita 1 perio`dica e´s tangent a
i = 0 i s’ha obtingut Vref = 10.2158718824. ´Es una o`rbita inestable, ja que els seus
multiplicadors caracterı´stics so´n: λ1 = 0.9511825321, λ2 = 0 i λ3 = −1.1630387316.
Per valors me´s petits que aquest les intensitats de les o`rbites 1 perio`diques agafen val-
ors negatius i per valors me´s grans, i > 0 en tot moment. A la Figura 5.2 hi ha rep-
resentades un total de tres o`rbites que il.lustren aquest fet. A l’o`rbita corresponent a
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Vref λ1 λ2 λ3
10.2 0.9703278492 0.85 · 10−99 -2.6720704681
11 -0.76 −0.12 · 10−98 0.7959729365
13 -0.4697719715 −0.47 · 10−99 0.8851491434
15 -0.4520453535 0.39 · 10−98 0.8982122640
17 -0.5900666126 0.63 · 10−98 0.8896130946
19 -0.9279554295 4.98 · 10−101 0.8581548866
20 -1.3470412510 0.35 · 10−97 0.8276913996
20.8 -3.0255238656 −0.22 · 10−96 0.8111322588
Taula 5.1: Multiplicadors caracterı´stics de les o`rbites 1 perio`diques en MCC.
Vref = 10.2158718824 hi ha dibuixades les seccions de les superfı´cies de lliscament















(b) Vref = 10.2158718824, MCC
Figura 5.2: `Orbites 1-p en MCC amb diferents valors de la intensitat.
perio`dica que e´s tangent a i = 0. Buscant el valor Vref pel qual un dels multiplicadors
caracterı´stics pren el valor−1, s’obte´ el punt a partir del qual el sistema ens do´na o`rbites
1 perio`diques estables. Aquest e´s:
Vref = 10.2238329959 (5.20)
fins els valor
Vref = 19.2480119875 (5.21)
Per aquest valor u´ltim un dels multiplicadors caracterı´stics val -1 i detectem un des-
doblament de perı´ode: les o`rbites 2 perio`diques obtingudes a partir d’aquest valor so´n
estables fins a Vref = 19.5474656827.



















(b) Vref = 10.3, MCC













9,5 10 10,5 11
Figura 5.4: `Orbita 1 perio`dica en MCC tangent a i = 0.
Tambe´ es pot observar que les o`rbites tendeixen a una o`rbita on i0 = 0. Buscat el
valor de Vref pel qual aixo` es fa cert s’obte´:
Vref = 20.80665222947. (5.22)
A la Figura 5.5 hi trobem algunes de les o`rbites 2 perio`diques trobades i a la Taula 5.2
hi ha tabulats els multiplicadors caracterı´sitics d’algunes d’aquestes o`rbites.
Podem observar que per Vref = 19.6 l’o`rbita obtinguda te´ valors de la intensitat que
so´n negatius en un perı´ode de temps. Buscat el valor de Vref pel qual la intensitat en
mode u = 0 e´s fa zero, obtenim Vref = 19.5474656827. Per Vref majors que aquest
valor la intensitat es fa negativa per un cert perı´ode de temps.
Trobarem ara o`rbites en MCD? Ho averiguarem en el segu¨ent apartat.





























(d) Vref = 19.6, MCC
Figura 5.5: `Orbites 2 perio`diques en MCC per diferents Vref obtingudes usant MAPLE.
5.2.2 Evolucio´ en MCD
A la Figura 5.6 hi hem representat les o`rbites 1 perio`diques en mode de conduccio´ dis-
contı´nua que s’han trobat usant el programa MAPLE. Aquestes o`rbites es corresponen
a la situacio´ en que` es deixa el mode de conduccio´ discontı´nua perque` s’ha tallat de nou
a la superfı´cie S + dk = 0 (so´n les de tipus 2).
A la Figura 5.7 hi hem representat algunes de les o`rbites en MCD 1 perio`diques
del tipus 1 (el voltage ha assolit el valor Vg, sense haver tallat de nou a la superfı´cie
S + dk = 0).
I finalment tenim a la Figura 5.8 algunes de les o`rbites 2 perio`diques en MCD del
tipus 1 trobades.
A la Taula 5.3 estan calculats els multiplicadors caracterı´stics de les o`rbites 2 perio`-
diques en MCD. Podem observar que al variar el para`metre de bifurcacio´ Vref , l’o`rbita
2 perio`dica en mode de conduccio´ discontı´nua es converteix en una o`bita 1 perio`dica en
MCC. Per aquest motiu, l’u´nic multiplicador que fins ara era no nul es va fent tambe´
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Vref λ1 λ2 λ3
19.25 0.9974827821 2.31 · 10−98 0.7243777086
19.3 0.9379632811 −0.59 · 10−97 0.6884035187
19.4 0.8607809764 0.29 · 10−98 0.5415848393
19.5 0.8308904554 0.35 · 10−97 0.2994011548
19.54.. 0.8240091750 −0.14 · 10−97 0.1588880626
19.6 0.8192132878 0.11 · 10−97 -0.01420299617
Taula 5.2: Multiplicadors caracterı´stics de les o`rbites 2 perio`diques en MCC.
cada vegada me´s proper al zero, tant el ca`lcul analı´tic, com en el nume`ric (difere`ncies
finites).
Vref λ1 λ2 λ3
19.55 0.7573471406 −0.34 · 10−98 0.63 · 10−99
19.6 0.7529007331 −0.10 · 10−99 −0.74 · 10−98
20.2 0.6179379346 1.14 · 10−99 + 1.39 · 10−99j 1.14 · 10−99 + 1.39 · 10−99j
20.8 -0.1064164617 0.75 · 10−96 −0.11 · 10−96
Taula 5.3: Multiplicadors caracterı´stics de les o`rbites 2 perio`diques en MCD.
5.2.3 Tipus de bifurcacions
Amb aquest petit estudi usant el programa MAPLE i usant Vref com a para`metre de
bifurcacio´ s’han pogut detectar les segu¨ents bifurcacions:
• Una bifurcacio´ de desdoblament de perı´ode per Vref = 19.2480119875. Per aquest
valor, les o`rbites 1 perio`diques deixen de ser estables i passen a ser inestables, i
apereixen o`rbites 2 perio`diques estables fins a Vref = 19.5474656827, on la inten-
sitat agafa el valor 0 per un instant de temps. Aleshores per valors del para`metre
superiors a Vref = 19.5474656827, les o`rbites de perı´ode 2 obtingudes en MCC
tenen valors d’intensitat negativa per un cert interval de temps.
• Per Vref = 19.5474656827, valor pel qual toquem i = 0, apareixen o`rbites 2
perio`diques estables en MCC amb un interval de temps on la intensitat e´s nega-
tiva, i tambe´ o`rbites 2 perio`diques en MCD tambe´ estables. En aquest valor del
para`metre hi hauria una nova bifurcacio´, la que es do´na quan passem de MCC a
MCD (veure [35] per me´s exemples).
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• Per Vref = 20.8066522294 hi trobem una altra bifurcacio´, ja que, tal i com es
pot veure a la Figura 5.9 usant els diferents programes de MAPLE el·laborats per
trobar les respectives o`rbites, tots quatre ens donen la mateixa o`rbita. Aquesta
o`rbita toca a la superfı´cie i = 0. Podrı´em dir que es tracta d’una bifurcacio´ “bor-
der collision”.
Els multiplicadors caracterı´stics de les o`rbites de la Figura 5.9 estan tabulats a la
Taula 5.4
Tipus d’o`rbita λ1 λ2 λ3
1-p, MCC -3.07490 0.81150 0
2-p, MCC 9.45506 0.65853 0
1-p, MCD 1.13260 0 0
2-p, MCD -0.06823 0 0
Taula 5.4: Multiplicadors caracterı´stics de les o`rbites trobades per Vref = 20.80665.
• Finalment tenim una bifurcacio´ en MCD per Vref = 15.54503178956 en la que`
l’o`rbita corresponent a aquest valor s’obte´ tant pel programa que ens permet trobar
o`rbites de perı´ode 1 en MCD del tipus 1 ( que so´n les que deixen el MCD perque`
el voltatge val Vg, pero` no han tallat de nou la superfı´cie S + dk = 0), com en
el programa que troba les 1 perı´o`diques tipus 2 (les quals deixen el MCD perque`
de nou s’han trobat amb la superfı´cie S + dk = 0 amb valors del voltage majors
que Vg). Justament en aquest punt passen les dues coses alhora: el voltage pren el
valor Vg i l’o`rbita talla a la superfı´cie S + dk = 0. Si analitzem els multiplicadors
caracterı´stics s’obte´:
Tipus d’o`rbita λ1 λ2 λ3
1-p, MCD tipus 1 26.890065 0 0
1-p, MCD tipus 2 38.001567 0 0
Taula 5.5: Multiplicadors caracterı´stics de les o`rbites 1 perio`diques en MCD trobades
per Vref = 15.54503178956.
5.3 Conclusions i treball futur
Hem pogut veure com les dina`miques de sistemes de dimensio´ 3 o me´s so´n molt me´s
complicades que les de una o dues dimensions. A l’estudiar la dina`mica del convertidor
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boost amb control de lliscament i histe`resi, en el que` s’ha introduı¨t una nova variable i
una nova equacio´ diferencials(factor integrant), en funcio´ de la variacio´ d’un para`metre,
ens hem trobat a la seccio´ 5.2 exemples de bifurcacions cla`ssiques (la de desdoblament
de perı´ode) i exemples de noves bifurcacions tractades en estudis recents que es presen-
ten en dina`miques no suaus, a me´s de les que es produeixen pel canvi de MCC a MCD i
a l’inreve´s, i les que hi ha en MCD.
Hem vist tambe´ que un dels multiplicadors obtinguts per les diferents o`rbites perio`-
diques trobades e´s zero [8].
Tots aquests exemples trobats s’haurien de tractar des d’un punt de vista analı´tic.



























































Figura 5.6: `Orbites 1 perio`diques en MCD per diferents Vref obtingudes usant MAPLE.






















Figura 5.7: `Orbites 1 perio`diques en MCD per diferents Vref obtingudes usant MAPLE
del tipus 1.













































Figura 5.8: `Orbites 2 perio`diques en MCD per diferents Vref obtingudes usant MAPLE.
































Figura 5.9: Comparacio´ de les o`rbites obtingudes pels diferents programes de MAPLE
per Vref = 20.8066522292.
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Capı´tol 6
Conclusions i treball futur
Tot seguit detallarem per capı´tol quins resultats s’han obtingut i els possibles treballs
que es poden dur a terme com a continuacio´ del que` s’ha fet.
• Capı´tol 3:
En aquest capı´tol s’ha recordat un dels me`todes nume`rics me´s interessant, tan des
del punt de vista nume`ric com des del punt de vista teo`ric, per calcular els exponents de
Lyapunov. ´Es el me`tode que esta` basat en la descomposicio´ QR de l’aplicacio´ tangent,
que s’obte´ a l’estudiar l’evolucio´ dina`mica de la difere`ncia entre dues o`rbites inicialment
properes. S’ha aplicat el me`tode als sistemes bilineals en general i s’han obtingut resul-
tats especı´fics pel convertidor buck. En concret, s’han escrit les equacions diferencials
que han de complir els exponents de Lyapunov del convertidor buck, a partir de la des-
composicio´ QR de l’aplicacio´ tangent obtinguda a partir d’una trajecto`ria de refere`ncia.
S’han resolt nume`ricament les esmentades equacions i s’ha calculat l’exponent de Lya-
punov me´s gran (LLE) per a un rang de valors del para`metre de bifurcacio´ i s’han resolt
analı´ticament quan la trajecto`ria de refere`ncia e´s perio`dica, tan si e´s estable com si e´s
inestable. Quan l’o`rbita perio`dica e´s l’atractor dominant, el resultat analı´tic coincideix
amb el valor obtingut per integracio´ nume`rica. Els resultats tambe´ es corresponen amb
el que` pre`viament es coneix a la literatura sobre la part real dels exponents de Floquet
de les o`rbites perio`diques del convertidor buck.
Tots aquests ca`lculs es poden fer extensius a o`rbites perio`diques de perı´ode superior
i es d’esperar que aixo` permeti obtenir aproximacions analı´tiques als LLE quan s’esta`
plenament en re`gim cao`tic, usant les eines de la teoria de les o`rbites perio`diques [20].
Tambe´ pot resultar interessant calcular les correccions d’ordre superior al LLE linealit-
zat, basades en el hessia` enlloc del jacobia` [11].
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• Capı´tol 4:
S’ha analitzat la dina`mica del convertidor boost amb control de lliscament. Primer
s’ha estudiat la dina`mica de lliscament ideal que ens do´na el control equivalent, [4], del
convertidor boost. S’han trobat les regions de lliscament en funcio´ del para`metre Vref
i s’ha estudiat el cara`cter del punt d’equilibri d’aquesta dina`mica ideal en funcio´ tambe´
d’aquest para`metre. Ja que aquest control significaria que el sistema commuta amb
frequ¨e`ncia infinita, a efectes pra`ctics, s’ha introduı¨t una banda d’histe`resi. Aleshores
s’ha analitzat la dina`mica del sistema en funcio´ d’un altre para`metre, Vg, el qual forma
part de l’expressio´ del punt d’equilibri que presenta el convertidor en una de les seves
configuracions, quan aquest treballa en mode de conduccio´ contı´nua (MCC). S’ha com-
provat que en funcio´ de la posicio´ d’aquest punt d’equilibri, PE = (Vg, Vg/R), respecte
la banda d’histe`resi, la dina`mica o be´ te´ un cicle lı´mit que pot ser o no atractor, o un punt
d’equilibri globalment estable o ambdues coses alhora.
En un treball futur caldria analitzar i escriure els diferents casos que es poden trobar
en mode de conduccio´ discontı´nua (MCD) pel convertidor boost amb control de llisca-
ment i banda d’histe`resi. Es podria intentar tambe´, en el cas en que s’ha introduı¨t un
control integral amb una nova variable.
Es podria tambe´ fer aquest ana`lisi a altres convertidors.
• Capı´tol 5:
Finalment, en el capı´tol 5, s’ha intoduı¨t un control integral i una tercera variable
d’estat (variable error) al convertidor boost amb control de lliscament i amb banda
d’histe`resi. Les trajecto`ries so´n ara de R3 i la dina`mica resultant e´s molt me´s com-
plicada, havent-hi la possibilitat de la prese`ncia de caos. S’han trobat nume`ricament
o`rbites 1 i 2 perio`diques en funcio´ del para`metre de bifurcacio´ Vref tan en MCC com en
MCD i s’han trobat exemples de bifurcacions tı´piques dels sistemes suficientment dife-
renciables, com el desdoblament de perı´ode, i d’altres bifurcacions relativament noves
a la literatura com so´n les que es produeixen per un canvi de mode de conduccio´, de
MCC a MCD o a la inversa, o les que es presenten en sistemes non-smooth (que no
so´n suficientment diferenciables a tot l’espai d’estats) com so´n les bifurcacions “border
collision”, etc.
Es podria, en un treball futur fer la simulacio´ del sistema dina`mic i obtenir els di-
agrames de bifurcacio´ per diferents para`metres. Tambe´ seria interessant realitzar un
estudi analı´tic del les bifurcacions non-smooth trobades.
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